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Problema 1

En una lista, se define un elemento mayoritario como un valor que aparece repetido al menos en la
mitad de las posiciones.

1. Dada una lista de enteros de largo N, desarrolle y analice un algoritmo deterministico que
decida si existe un elemento mayoritario, y en ese caso retorne ese valor.

Solucion:

Existen varias soluciones que funcionan en tiempo O(nlog(n)). Una de ellas es:
function ENCONTRAR_MAYORITARIO(A[L...n])
d = arbol de busqueda rojo-negro
fort=1..n do
if Afi] not in d then
d.insert(Ali],0)
d[A[i]] = d[A[{]] + 1
¢ = llave con el valor asociado maés alto en d
if d[c] > n/2 then
return c
else
return None

Béasicamente, se mantiene un contador de la frecuencia absoluta de cada elemento dentro
del arbol de busqueda d. Recorrer el arreglo para computar la frecuencia absoluta de cada
elemento toma O(nlog(n)) (pues buscar e insertar en un arbol rojo-negro es O(log(n)). Una
vez hecho esto, determinar el valor de ¢ y luego ver si es mayoritario toma O(n). Por lo tanto,
todo el algoritmo corre en O(nlog(n)).

2. Desarrolle y analice un algoritmo aleatorizado que resuelva el mismo problema en tiempo
lineal.

Solucion:

La idea es simple: samplear un elemento aleatorio de A y luego contar cuantas veces aparece en
el arreglo. Si aparece mds de n/2 veces, lo retorno. En otro caso, retorno None. Este algoritmo
toma tiempo lineal: samplear toma tiempo a lo mas logaritmico y recorrer el arreglo una vez
contando cuantas veces aparece el elemento toma tiempo lineal.

Sobre la probabilidad de error, notemos que cuando no existe un elemento mayoritario entonces
el algoritmo siempre retorna None y no se equivoca. Por el otro lado, cuando si existe un
elemento mayoritario, entonces la probabilidad de samplearlo es mayor o igual a 1/2. Por lo
tanto, la probabilidad de equivocarse cuando si existe un elemento mayoritario es menor o
igual a 1/2. En total esto significa que la probabilidad de error es menor o igual a 1/2.



Problema 2

Dadas matrices A, B,C € Q"*", se desea determinar si A- B =C
1. Proponga un algoritmo deterministico para resolver el problema y acote su tiempo de ejecucién
Idea de Solucién:

La soluciéon mas simple es calcular el resultado de A - B y luego compararlo con C. Si son
iguales retornar true, en otro caso retornar false.

La multiplicacién de matrices toma tiempo w(n?). Por lo tanto, esta cota aplica también para
nuestro algoritmo determinista.

2. Proponga y analice un algoritmo aleatorizado para resolver el problema que tome tiempo

O(n?)
Solucién:
El algoritmo es:
a) Generar un vector aleatorio r € {0,1}"
b) Calcular P=A-B-r—C-r
¢) Si P =(0,0,...,0) retornar true, en otro caso retornar false
Acotemos la probabilidad de error:

= Si se tiene que A - B = (), entonces el algoritmo nunca se equivoca por lo que la
probabilidad de error es 0

" SiA-B#C,seaD=A-B—C, donde d;; es el elemento en la fila 7 y la columna j
de D. Sea P =D -r = (p1,...,pn). La probabilidad de que el algoritmo se equivoque es
igual a la probabilidad de que P = (0, ...,0).

Dado que A- B # C, sabemos que existe algun elemento de D distinto de 0. Supongamos

que d; ; # 0. Tenemos que

n
pi= Y digrk =dixrs + .+ dijrj 4 o+ digrn = di i +y
k=1

para alguna constante y. Por el teorema de probabilidades totales tenemos que
Prlp; = 0] = Prlp; = Oly = 0] - Prly = 0] + Prlp; = Oly # 0] - Prly # 0]

Ademas,
Pr[p; =0ly = 0] = Pr[r; =0] =

Prip;=0ly #0] = Prlrj=1Ad;; = —y| < Prlrj =1] = S
Reemplazando se obtiene que
1
Prly=0]+ §Pr[y # 0]

(

Prip; =0] <

T
3

[y = 0] + Prly # 0))

NN~ N

Por lo tanto,

PrlP=(0,..,0)]=Prlpr=0A...Ap;=0A ... Ap, =0] < Pr[p; =0] <

|~

Con esto se concluye que la probabilidad de que el algoritmo se equivoque es menor o
. 1
igual a 3.



Problema 3

Dados dos polinomios p(x1,...,2n) y q(x1,...,x,) en Q, decimos que p(x1,...,Zn) ¥y q(X1, ..., T
son equivalentes si para toda secuencia ai,...,a, de ntmeros en Q se tiene que p(ai,...,a,) =
qay, ..., an).

Dados dos polinomios p(x1,...,2n) ¥ q(21,...,2,) en Q, decimos que p(z1,...,2n) ¥ (X1, ..., Tp)
son linealmente-equivalentes si existe un polinomio r(z1, ..., x,) tal que: (i) r(x1,...,2,) es nulo o
es un polinomio de grado menor o igual a 1, y (ii) p(z1,...,x,) es equivalente a q(x1,...,x,) +
r(x1,...,x,). Por ejemplo, los polinomios p(z,y) = z(x — 1)+ 2y y q(z,y) = (x — 1)z —2)+y+ 1
son linealmente-equivalentes puesto que

p(@,y) = q(@,y) +r(z,y)
donde r(x,y) =2z +y — 3.

De un algoritmo aleatorizado que resuelva el problema de determinar si dos polinomios p(x1, ..., )
y q(x1,...,x,) son linealmente-equivalentes. Su algoritmo debe funcionar en tiempo polinomial en
el peor caso y su probabilidad de error debe ser menor o igual a 21% Ademis, usted debe justificar
claramente por qué su algoritmo es correcto, funciona en tiempo polinomial y tiene probabilidad
de error acotada por 21%

Idea de Solucién:

La idea es la siguiente: para que p sea linealmente-equivalente con ¢ debe darse que p(x1,...,x,) —
q(z1, ..., x,) sea equivalente a un polinomio de grado a lo més 1. Por lo tanto, lo que podemos hacer
es asumir que p — ¢ es equivalente a un polinomio de grado 1, determinar los coeficientes de este
polinomio, y luego ver si el polinomio obtenido es realmente equivalente a p — ¢. Si el polinomio
obtenido es equivalente entonces podemos retornar que p y ¢ son linealmente-equivalentes. En caso
contrario podemos retornar que no.

El algoritmo en pseudo-cédigo es:
function LINEALMENTE_EQUIVALENTES(p, q)
r=p—4q
coefs[0...n] =10, ..., 0]
coefs[0] =r(0,...,0)
for i =1..n do
v=/(0,...,0)
vfi] =1
coefsli] = r(v) — coefs|0]
rp(z1, ..., Tn) = coefs[0] + coefs[1] - x1 + ... + coefs[n] - x,
return EquivPolAleatorizado(r, rp)

donde EquivPolAleatorizado es el algoritmo visto en clases para determinar la equivalencia entre
polinomios.

Si p vy ¢ son linealmente-equivalentes, entonces r = p — ¢ es equivalente a un polinomio de la forma

rp(Z1, .y Xy) = o+ €121 + oo + Cpp

Lo que hace el algoritmo es evaluar r = p — ¢ de manera inteligente para determinar los coeficientes
€0, C1, ..., ¢ de rp. Los coeficientes se guardan en la variable coef's, donde coefs[i] = ¢;. Luego si r es
equivalente a p, entonces p y ¢ definitivamente son linealmente-equivalentes. Es facil demostrar que
la otra direccién también es cierta: si p y ¢ son linealmente-equivalentes, entonces r es equivalente
a rp. En resumen,

py q son linealmente equivalentes <= r = p — g es equivalente a rp

Por lo tanto, la probabilidad de error del algoritmo Linealmente_Equivalentes es igual a la probabilidad
de error de EquivPolAleatorizado: menor o igual a 1/100. Luego para llegar a la cota pedida basta
repetir el algoritmo 16 veces. Ademads, el algoritmo es polinomial pues evaluar un polinomio toma
tiempo polinomial y el algoritmo EquivPolAleatorizado también es polinomial.



Problema 4

Dados dos polinomios p(x1,...,2n) y q(x1,...,x,) en Q, decimos que p(x1,...,Zn) ¥y q(X1, ..., T

son equivalentes si para toda secuencia ai,...,a, de ntmeros en Q se tiene que p(ai,...,a,) =
qay, ..., an).
Decimos que un polinomio r(z1, ..., Z,) es una forma cuadrética si

n n
(X1, .y y) = Z Zamxizj

i=1 j=i

donde cada a;; € Q(1 <i,j < n)

De un algoritmo aleatorizado que resuelva el problema de determinar si un polinomio p(x1, ..., )
es equivalente a una forma cuadratica. Su algoritmo debe funcionar en tiempo polinomial en el peor
caso y su probabilidad de error debe ser menor a 21% Ademis, usted debe justificar claramente por
qué su algoritmo es correcto, funciona en tiempo polinomial y tiene probabilidad de error acotada

1
POr 3100-

Idea de Solucién:

La idea es exactamente la misma que el problema anterior: construir un polinomio rp tal que la
equivalencia de rp con r determine la propiedad que estamos buscando. El algoritmo es:
function FORMA_CUADRATICA(r)
coefs[l..n,1..n] =0, ...,0]
for i =1...n do
v=(0,...,0)
vfi] =1
coefsli,i] = r(v)
fori=1..n do
for j =i+ 1..n do

v=(0,...,0)
vfi] =1
vlj] =1

coefsli,j] = r(v) — coefsli,i] — coefs[], j]
rp = Construir polinomio cuadrético con coeficientes coef's
return EquivPolAleatorizado(r, rp)

Al igual que el algoritmo anterior, la idea es asumir que r es equivalente a una forma cuadratica y
determinar sus coeficientes. Los coeficientes se guardan en la matriz coe fs, donde coefs[i, j] = a; ;.
Luego utilizando los coeficientes se construye rp y se chequea la equivalencia.

Al igual que antes, para alcanzar la cota pedida hay que repetir el algoritmo 16 veces.



