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Teorema Maestro

Sea f:N — R, a,b,c € R{ tales que a > 1y b > 1, y T(n) una funcién definida por la siguiente
ecuacién de recurrencia:

c n=>0
T(n) = {a.T(LZJ)+f(n) n>1

Se tiene que:

1. Si f(n) € O(n'#:(9)=¢) para ¢ > 0, entonces T'(n) € O(n'o8s(2))

2. Si f(n) € O(n'°%:(?), entonces T(n) € O(n'°e(@) . log,(n))

3. Si f(n) € Q(n'°&(¥)+2) para ¢ > 0y f es (a,b)-regular, entonces T(n) € O(f(n)).
f es (a,b)-regular si Ic € RT,3ng e N:c < LA (Vn > ng)(a- f(|2]) <c- f(n))

Problema 1

Analice la complejidad de las siguientes recurrencias en notacién O. El caso base para todas es
T(n) =1 cuando n = 1.

1. T(n)=2-T(|n/2]) + nlog(n)
Solucion:
Para este caso no aplica el teorema maestro. Se hace por induccién constructiva.

En la ayudantia pasada vimos que cuando n es de la forma 2¢, entonces T'(n) € O(nlog*(n)).
Hagamos induccién para demostrar que T'(n) < ¢-nlog?(n) para algin ¢, ng.

Caso base n = 1:
T(1)=1<c-1-log’(1) =0 =«

La propiedad no se cumple para n = 1. Intentemos n = 2:

T(2)=2+2-log(2) =4<c-2-log*(2) =c¢-2

Esto se cumple cuando ¢ > 2.



Notar que T'(3) depende de T(1), pero para T'(1) no se cumple la propiedad. Por lo tanto,
n = 3 también es un caso base:

T(3) =2+ 3log(3) < c-3-log*(3)
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Esto se cumple cuando ¢ > Siog?3

Ahora tenemos que hacer el paso inductivo:

T(n)=2-T(|n/2]) + nlog(n)
< 2¢[n/2]log?(|n/2]) + nlog(n)
< 20% log?(n/2) + nlog(n)
= cnlog?(n/2) + nlog(n)
= cn(log(n) — 1) + nlog(n)
= cnlog?(n) — 2enlog(n) + en + nlog(n)

Necesitamos que cn log?(n)—2cn log(n)+cn+nlog(n) < cnlog?(n). Trabajemos esta inecuacion:

enlog?(n) — 2enlog(n) + en + nlog(n) < enlog?(n)
—2cnlog(n) + en + nlog(n) <0
¢(—2nlog(n) + n) < —nlog(n)

1 . ) .
Tenemos que 210g(n) es decreciente, cuyo valor es 1 cuando n = 2. De acé se obtiene la

og(n)—1
restriccién ¢ > 1, lo que es mas débil que la restricciéon anterior sobre c.

Asf, con ¢ = 2,ny = 2 se tiene que Vn > ng : T(n) < c-nlog®(n). Por lo tanto, T'(n) € O(n - log*(n))
.T(n)=T(|n/2])+T([n/2])+1
Solucién:

La recurrencia mezcla piso y techo, por lo que el teorema maestro tampoco aplica directamente
(segin lo visto en clases). Si la recurrencia fuera T"(n) = 27°(|n/2]) + 1, el teorema maestro
si aplicarfa y la solucién serfa O(n). Intentemos demostrar que T'(n) < cn.

T(n) =T(|n/2]) +T([n/2]) +1
<cln/2]+c[n/2]c+1
=cn+1

Necesitamos que cn + 1 < c¢n, pero esto obviamente no se cumple para ninguna eleccién de c.
Intentemos hacer la hipétesis de induccién maés fuerte restando un término de orden menor:
T(n)<cn—d

T(n) =T([n/2]) +T([n/2]) +1
<cl|n/2] —d+c[n/2]lc—d+1
=cn—2d+1
<ecn-—d (d>1)



Nos falta probar el caso base cuando n = 1:

Tl)=1<c—d

Esto se cumple siempre que ¢ > d + 1
Asi, tenemos que ¥n > 1:T(n) < 2n — 1. Por lo tanto, T'(n) € O(n).
3. T(n) =3T(|n/4]) + nlog(n)

En este caso se tiene que log,(3) < 1, por lo que f(n) = nlog(n) € Q(n'°8:(3)+¢) para e > 0.
Por lo tanto, estarfamos en el dltimo caso del teorema maestro si f es (3,4)-regular.

Para demostrar que f(n) es (3,4)-regular tenemos que encontrar ng € N,c € RT, ¢ < 1 tales
que Vn > ng:

3f([n/4]) < cf(n)

Desarrollando se obtiene

3/(In/4)) = 3 |n/4] log(|n/4))
<37 1o ()
= Zn(log(n) ~2)

<

NS

nlog(n)

Asf, con ng = 1,¢ = 3 se tiene que f(n) = nlog(n) es (3,4)-regular, por lo que utilizando el

teorema maestro tenemos que T'(n) = ©(nlog(n)

Problema 2

Sea T'(n) la cantidad de operaciones realizadas por el algoritmo de Karatsuba al multiplicar dos
numeros con n digitos en el peor caso. Construya una ecuacién de recurrencia para T'(n) y clasifiquela
utilizando notacién ©.

No puede utilizar los supuestos y simplificaciones hechas en clases.
function KARATSUBA(n1, ng, m)
if m =1 then
return nq - n9
mae < |m/2|
hi,l; < split_at(ny, mso)
ha,ls < split_at(ng, mso)
zo < Karatsuba(ly, l2)
z1 + Karatsuba((l1 + h1), (I + h2))
29 < Karatsuba(hy, hs)
return 2o - 1022 + (21 — 25 — 29) - 10™2 + 2

Solucién:
Primero se demostrard que T'(n) es no decreciente haciendo induccién sobre n:
p.d.Vn T(n) <T(n+1)
m Casos Base: n <3 —=T(1)=1<T(2)=2<T@3)=3<T@4)=2T2)+TB)+4=11 v



» Hipotesis de Induccién: Vk € {1,...,n — 1} T(k) <T(k+1)
= Tesis de Induccién: T'(n) < T(n+ 1)

o =7 ([5]) = (5] +r (5l + 1)+
co (|20 ) e ([2]) o (252 1) enes

=T(n+1)

— T(n) <T(n+1)

Asi, se concluye que T'(n) es no decreciente.

Utilizando esto, tenemos que
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Podemos hacer una transformacién del dominio, definiendo una nueva recurrencia S(n) = T'(n+2).
Notar que S(n) es también no decreciente. Tenemos que

S(n)zT(n+2)§3-TU"‘2L2+1D+n+2
=3.7([5+2]) +n+2
=3.7([3] +2) +n+2
=3-5([5]) +n+2

— S(n)<3 S<_g—>+n+2

Asi, podemos definir una tercera recurrencia:

_ ) S(10) n < 10
R(n){3~R([ﬂ)+n+2 n > 10

Proposicién: Vn >0 R(n) > S(n)
Demostracion:
Hacemos induccién sobre n:

= Caso base: n < 10
R(n) =8(10) > S(n) v



= Hipotesis de Induccién: Vk € {0,...,n — 1} R(k) > S(k)
» Tesis de Induccién: R(n) > S(n)
R(n) :3~ng—‘> +n+2
2o-5([4]) e
>25n) m

Como f(n) = n+ 2 € O(n'23)=0-1) por el teorema maestro se deduce que R(n) € O(nt92(3)),
Como S(n) < R(n) Vn >0, entonces S(n) € O(nt°92(3)),

Asi, T(n) = S(n —2) € O((n — 2)1°920)) = O(nl0923)),

Por el otro lado, tenemos que

roy = (3]) 7 (3] +7 ([5] 1)
S ENRHEEEE
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Utilizando la misma idea anterior, podemos definir la recurrencia

{T(O) n < 10

Por induccién se deduce que U(n) <T'(n) Vn > 0:

= Caso base: n < 10

= Hipotesis de Induccién: Vk € {0,...,n—1} U(k) < T(k)
» Tesis de Induccién: U(n) < T'(n)

<o.1((3])+n

<T(n) m
Por el teorema maestro, U(n) € ©(n'°92®)). Como U(n) < T(n) ¥n > 0, tenemos que T(n) €
Q(nlogz(3)),
Asi, T(n) € O(n'°92)) y T(n) € Q(n'°923)) = T(n) € O(n'92®)).

Problema 3

Considere la siguiente ecuacién de recurrencia:

1 n=1
T“”:{a-mpwwd;mc-nk w1

donde a,b,k €N, a,b >0y ccRT.



Entregue una clasificacién completa de T(n) en notacién © dependiendo de los valores de a, b y k.
Solucién:
Primero se demuestra que T'(n) es no decreciente:
p.d.Vn T(n) <T(n+1)

= Caso base: n =1

T(1)=1<T2)=a+b+c
= Hipotesis de Induccién: Vk € {1,....,n—1} T(k) <T(k+1)
= Tesis de Induccién: T'(n) < T(n+ 1)

19 =0-2(()) 407 [3]) e

cor((22]) oo (23] e

=T(n+1)

Por lo tanto, T'(n) es no decreciente. Luego tenemos que

(a4 b)T(|n/2]) +en® < T(n) < (a+b)T([n/2]) + cn”

Podemos definir las recurrencias auxiliares

1 n=1
hiln) = {(a+b)T1(Ln/2J) Yent n>1

1 n=1
1 (n) = k
(a +b)Tz([n/2]) +en” n>1
donde es trivial demostrar que Ty(n) < T(n) < Ty(n). Tenemos que cuando el teorema maestro
es aplicable, entonces la clasificaciéon de Ty (n) y Tz(n) es idéntica. Si T1(n) € O(f(n)) y Ta(n) €
©(f(n)), entonces por la inecuacién anterior también tendriamos que T(n) € O(f(n)). El tinico
problema serfa cuando el teorema maestro no aplica, lo que podria darse si cn® € Q(nl°g2(“+b)+5 )

pero cn® no es (a + b, 2)-regular. Sin embargo, esto no es posible:

k a+b
(a+b)c|n/2]" < (a+b)e(n/2)" = Tan
En este caso k > logy(a +b), por lo que a;kb < 1 serfa una constante valida para la definicién de

k

regularidad. En otras palabras, si se cae en el tercer caso del teorema maestro, entonces cn” siempre

es (a + b, 2)-regular.

Con esto, la clasificacién queda dada por el teorema maestro:
» Si k < logy(a+b), entonces T'(n) € O(n'o82(a+b))
= Si k =logy(a +b), entonces T'(n) € ©(n'°82(a+2) log, (n)
= Si k > logy(a + b), entonces T'(n) € O(n*)



Problema 4

Se busca analizar la complejidad de BucketSort. El arreglo A de entrada contiene niimeros entre el
Oyell.

function BUCKETSORT(A[0...n-1])
for i =0..n do
Bli] « 0
for i =0...n do
Insertar A[i] en la lista B[| A[é] - n]]

for i =0..n do
Ordenar Bl[i] con InsertionSort

return Concatenacién de B en orden

Demuestre que si los valores de A distribuyen uniforme entre 0 y 1, entonces BucketSort funciona
en O(n) en promedio.

Idea de solucién:

Sea n; una variable aleatoria que indica la cantidad de elementos en el bucket i. Como InsertionSort
funciona en tiempo O(n?), entonces el tiempo de BucketSort est4 dado por (relajando la notacién):

n—1
T(n)=0O(n)+ Y O(n})
i=0
Luego, el tiempo promedio del algoritmo es
n—1
E[T(n)] =E |8(n) + Y O(n})
i=0

— () + > E [0(n?)
i=0

—o(m) + 3 O(E [2))
=0

Necesitamos resolver E [nﬂ Para esto se define el conjunto de variables aleatorias X;;, donde

X 1 A[j] se asigné al bucket B]i]
“ 10 en otro caso

Se tiene que

i 2
n—1
E[n?] =E Z Xy
j=0
-nfl n—1ln—1
=E ZijJrZZXinik
§=0 §=0 k=0
L k#j
n— n—1ln—1
=Y E[X5]+ D> E[Xi;Xul
= g

Luego,

1
E[X7] =17 Pr[X;; =1]+ 0% Pr[X;; =0] = -



Por el otro lado, si j # k entonces X;; es independiente de X, por lo que

1
E[X; Xu] = E[Xy] E[Xix] = —
Reemplazamos:
n—1 n—1n—1
E[n7] =Y E[X5]+) > EXiXul
=0 =0 k=0
k#j
n—1 1 n—1ln—1 1
=0 =0 k=0
! =y
1 n—1 1 n—1n—1
D ILLEDIDIE
7=0 7=0 k=0
J
n nn-—1
a1
n n
1
= 2 _ —
n

Por lo tanto,
E[T(n)] = O(n) + O(n(2 —1/n)) € O(n)



