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Problema 4

Dado un polinomio A(z) con grado acotado por n, se define su i-ésima derivada como

A(x) t=0
A(z) = ¢ LACD(z) 1<t<n—1
0 t>n

Desde la representacién de coeficientes (ag, a1, ..., an—1) de A(z) y un punto g, se desea determinar
A® (zg) para t =0,1,...,n — 1.

1. Dado coeficientes bg, b1, b, _1 tales que

muestre como calcular A®) (z() para t =0,1,...,n — 1 en tiempo O(n).
Solucién:

Tenemos que
n—1
AO(2) = 3 by — o)
§=0
A(O)(Z‘o) = 0' . bo
n—1
A(l)(x) - Zj “bj(x — z0) !
j=1
A(l)(CEO) =1!- b1
n—1 )
AP (2) =375 = 1) - b — o)~
j=2
AP (z9) = 2! by
Se puede demostrar facilmente por induccién que este patrén continua, y que A (xg) = t!-bs.

Luego se pueden calcular todos los valores de A(t)(xo) en tiempo lineal con un simple for que
vaya calculando t! para cada t y lo multiplique con b;.

2. Explique como encontrar by, b1, ..., b,—1 en O(nlog(n)), dado A(x+wk) para k =0,...,n—1.
Solucién:

Tenemos los valores de vy, = A(zg + wF) para k = 0,...,n — 1. Tenemos que



7=0 7=0
n—1
kyJ
Vg = Z bj(wn)
7=0

Asi, dado los valores de vi, podemos calcular los valores de b; en tiempo O(nlog(n)) utilizando
la inversa de la transformada rapida de Fourier.

3. Demuestre que

n—1 kr n—1
Ao +wh) = 3 | 25D Fi)glr - j)
r=0 T j=0

donde f(j)=a;-j! y

Solucion:

Sea x(a) = {

1 z>0
0 z<0

Tenemos que

n—1
Alzg +wyy) = Z a; (zo + wy, )’
=0
n—1 J ]
k —
= 0> (D) ket
7=0 r=0
n—1 n—1 ]
k .
=>4 (,,) (wp) @y " x(G—7)
7=0 r=0
S S ]' k\r,.J—T .
- .Zaj ri(j —r!) (wp)"2g "X =)
j=0 r=0
- ajj! k\r, .J—T .
= ZZ T'('—r')(w”) vy ox(—7)
i=0r=0 "\
- (ljj' kxr_J—r .
- Z G —rl) (wp) "y " x(G—1)
r=0 j=0 J
n—1 =, n—1 r .
—Zw” aj|z0 X —7)
= | j =
r=0 r: j=0 (.7 r )
n—1 kr n—1
w .
= o fG)g(r —3)
r=0 Tj=0

4. Explique como evaluar A(zg + wk) para k = 0,1,...,n — 1 en O(nlog(n)). Concluya que es
posible evaluar todas las derivadas no triviales de A(z) en xy en tiempo O(nlog(n)).

Solucion:



Sea ¢, = E;:OI f(G)g(r — j). Notemos que esto es una convolucién, por lo que podemos
utilizar FFT para calcular ¢, ¢1, ..., ¢,—1 en tiempo O(nlog(n)). Luego tenemos que

A(zg + wh) Z—T'

r=0

Tenemos los valores de % para r = 0,...,n — 1, por lo que nuevamente podemos utilizar FFT
para calcular los valores de A(z¢ +w ) para k =0,...,n — 1 en tiempo O(nlog(n)).

Una vez hecho esto podemos utilizar las partes 2 y 1 de esta pregunta para evaluar todas
las derivadas no triviales de A(z) en x¢. Dado que solo se realiza una cantidad constante de
operaciones O(nlog(n)), el proceso completo también es O(nlog(n)).

Problema 2

Se puede generalizar la transformada discreta de Fourier a d dimensiones. El input es un arreglo
d-dimensional A = (aj, j,,...j,) cuyas dimensiones son ni,ng,...,n4, donde ny - ng - ... - ng = n. Se
define la transformada discreta de Fourier d-dimensional como

ni—1lng—1 ng—1
J1-k1 J2 ke .. Jaka
Yky ko, k E E E Ajy1,jayeja%n, W Why
J1=0 j2=0 Ja=0

para 0 < k1 < n1,0 < ky < na,...,0 < kg < ng.

1. Muestra que se puede calcular DFT d-dimensional computando solo DFTs en una dimension.
Esto es, primero se calculan n/n; DFTs 1-dimensionales sobre la dimensién 1. Luego,
utilizando este resultado se computan n/ny DFTs sobre la dimensién 2. Luego se computan
n/ns DFTs sobre la dimensién 3, y asi sucesivamente.

Solucion:

Podemos reordenar las sumatorias de tal forma que

nlfl ’ngf ’I’Ldf
_ J1-k1 ]2 ke . Jaka
Yky ka,....ka = E E E Ajy,j2,e.§a%Wn, Wi Wiy
Jj1=0 j2=0 Ja=0
’I‘Ll*l ’I’Lgfl ndg— 1

I
(]
M

E Ji-k1, Je-ka ., ja-ka
a]ly]% a]dwnl wng wnd

Jd=0 ja—1=0 j1=0

n1—1 ’I’Lz— ng— 1
— E § E J1 k1 J2rk2 .., Jdka
- a]l»]27 w wng wnd
3a=0 ja—1=0 j1=0

Fijando los valores para jo, ..., j4, podemos calcular el valor de

ng—1

E J1-k1
bk1 3J25--050 Ajy,52,..,5a%ny

Jj1=0

para ky = 1,...,n1 — 1 computando la DFT en una dimensiéon. Tenemos que repetir esto para
cada posible valor de js, ..., j4, por lo que hay que realizar ny - ng - ... - ng = nll DFTs. Una
vez hecho esto tenemos que

ni—1 no—1 ng—1 [nqg—1
— - J1-k1 jo-k2, js-ks ., daka
Yky ko, skqg = E E E E 31,42, nda%n, Wiy~ Wiy Wng
Ja=0 ja—1=0 J2=0 \ 71=0
ni—1 no—1 ng—1
- E E A E J2-k2 Js-ks | Ja-ka
- bklv]% ,]dwng wTLg wnd
Ja=0 ja—-1=0 Jj2=0



Ahora podemos aplicar el mismo procedimiento anterior: si fijamos los valores de k1, js, ..., jq

podemos calcular
ng— 1

) R E . o d2 ke
Cky,k2,js,..nja = bkldz,»---,]dwng

Jj2=0

para ko = 0,...,n2 — 1 computando la DFT sobre la segunda dimensién. Esto se tiene que

repetir para cada valor de ki, js3, ..., jn, por lo que se tienen que realizar ny - ng - ... - ng = -~

ng
DFTs.

Este procediemiento se puede continuar, calculando % DFTs en la dimensién 3, n% DFTs en
la dimensién 4, etc. hasta finalmente calcular yg, k,.... ky-

2. Muestra que el orden de las dimensiones no importa, por lo que podemos calcular la DFT
d-dimensional calculando las DFTs en una dimensién en cualquier orden.

Solucion:

Asi como reordenamos las sumatorias, también podemos reordenar los factores
Ji-ki, ,go-ke ., Jdkd
Wit Frwd? wit

Asi, dado un orden cualquiera de las sumatorias solo tenemos que ordenar los wﬁ;‘i'ki en el

orden inverso para poder aplicar el procedimiento anterior. Esto nos permite calcular las
DFTs en cualquier orden.

3. Muestra que si computamos cada una de las DF'Ts 1-dimensionales utilizando la transformada
rapida de Fourier, entonces el tiempo total para calcular la DFT d-dimensional es O(nlog(n)),
independiente de d.

Solucion:

Hay que realizar ;- FFTs para la dimension k, y cada una de ellas toma tiempo O(ng log(ng)).
Por lo tanto, el tiempo total es

d
n
T= Z n—knk log(ng)
k=1

d
— 3 nlog(ny)
k=1

d
Y log(m)
k=1

Problema 3

Consideremos el problema de representar n centavos por la menor cantidad de monedas. Asuma
que el valor de cada moneda es un entero.

1. Entregue un algoritmo codicioso que represente n centavos con la menor cantidad de monedas
de 1, 5, 10 y 25 centavos. Demuestra que el algoritmo es éptimo.

Solucion:

El algoritmo es: Tomar la moneda méas grande que sea menor o igual a n, y luego aplicar
recursivamente el procedimiento sobre el nimero restante de centavos.



Para demostrar que este algoritmo codicioso es éptimo, mostremos primero que el problema
tiene subestructura 6ptima:

Tomemos una solucién 6ptima para el problema de representar n centavos, y digamos que esta
solucién utiliza k£ monedas. Supongamos que sabemos que esta solucién utiliza una moneda
de ¢ centavos. Entonces la soluciéon debe incluir la solucién 6ptima para n — ¢ centavos.
Claramente nuestra solucién utiliza k — 1 monedas para representar los n — ¢ centavos. Si
este no fuera el éptimo y se pudieran representar con g < k — 1 monedas, entonces podriamos
tomar estas ¢ monedas, agregar la moneda de ¢ centavos y obtener una solucién que utiliza
q + 1 < k monedas para n centavos, lo que contradice el hecho que nuestra solucién éptima
utilizaba k& monedas.

Para demostrar que el algoritmo codicioso entrega una soluciéon éptima falta demostrar que
la eleccién codiciosa es correcta, es decir, existe una solucién 6ptima que utiliza la moneda
escogida por nuestro algoritmo. Si hacemos esto estamos listos, puesto que recursivamente
el algoritmo encontrard la solucién 6ptima al subproblema y lo combinard con la eleccion
codiciosa. Dado que el problema tiene subestructura Optima, esto entrega el 6ptimo al
problema completo.

Demostraremos que la eleccién codiciosa es correcta viendo los distintos casos sobre n:

e 1 < n < 5 En este caso nuestro algoritmo elige una moneda de 1 centavo. Esto
claramente es correcto: no hay mas opciéon que utilizar n monedas de 1 centavo.

e 5 < n < 10: Nuestro algoritmo elige una moneda de 5 centavos. Si una solucién 6ptima
no incluyera una moneda de 5 centavos, entonces necesariamente esta utilizando mas de
5 monedas de 1 centavo. Podemos tomar esas 5 monedas y cambiarlas por una moneda
de 5 centavos, mejorando la solucién. Esto es una contradiccién, por lo que la soluciéon
6ptima debe incluir una moneda de 5 centavos y nuestra eleccién es correcta.

e 10 < n < 25: Nuestro algoritmo elige una moneda de 10 centavos. Si una solucién
optima no incluyera esta moneda, entonces tenemos 3 casos: utiliza 2 o mas monedas
de 5 centavos, utiliza 1 moneda de 5 centavos y 5 o més monedas de 1 centavo, o utiliza
solamente monedas de 1 centavo. En todos los casos hay un subconjunto de las monedas
que suma 10 centavos. Al igual que antes, si reemplazamos estas monedas por una de
10 centavos mejora la solucién, lo que es una contradiccion.

e n < 25: En este caso nuestro algoritmo escoge una moneda de 25 centavos. Si una
solucién 6ptima no utiliza una moneda de 25 centavos, entonces tenemos 2 casos: utiliza
3 o0 més monedas de 10 centavos (en este caso las reemplazamos por una de 25 y otra
de 5 centavos, mejorando la solucién), o utiliza 2 o menos monedas de 10 centavos.
En el segundo caso siempre hay un subconjunto de las monedas que suma 25 centavos
(el analisis serfa similar al del caso anterior), por lo que reemplazandolas se mejora la
solucién. Asi, en cualquier caso se llega a una contradiccién si la solucién no incluye una
moneda de 25 centavos.

Esto demuestra que la eleccién codiciosa siempre es correcta y nuestro algoritmo es 6ptimo
para estos valores de las monedas.

Suponga que hay k + 1 monedas con valores %, ¢!, ..., c* para algiin entero ¢ > 1. Muestra

que el algoritmo codicioso siempre entrega una solucién 6ptima.
Solucién:

Al igual que antes, demostremos que la eleccién codiciosa de nuestro algoritmo siempre es
correcta. Pongdmonos en el caso genérico que ¢* < n < ¢* + 1. Nuestro algoritmo elige una
moneda de valor ¢'.

Supongamos por contradiccién que una solucién éptima no incluye ninguna moneda de valor
‘. Sea ay, la cantidad de monedas de valor c¥ en la solucién éptima. Tenemos que para

c'.
: = . . ) “n q ‘ . I
todo 7, a; < ¢ (si no fuera este el caso y a; > ¢ para algin j, podrfamos tomar a; =a; —c,
;) . . N . 2,
aji1 = aj41 + 1y mejorar la solucién, lo que serfa una contradiccién pues la solucion es
6ptima).



Tenemos que

n=>Y ajcd <» (c—1)
7=0 7=0
i—1
:(c—l)ch
§=0
-1
=(c—1
(c=1)——
=c -1
<c
<n

Esto es una contradiccién pues llegamos a que n < n. Por lo tanto, la soluciéon éptima debe
incluir una moneda de valor ¢*, lo que implica que nuestra eleccién codiciosa es correcta.

El mismo razonamiento aplica cuando n < k.

. Muestra un conjunto de monedas tal que el algoritmo codicioso no entrega un valor 6ptimo.
El conjunto debe incluir la moneda de 1 centavo para que haya solucién para cada n.

Solucion:

Un conjunto es {1,30,31}. Si tomamos n = 60, el algoritmo entrega que hay que usar 1
moneda de 31 centavos y 29 de 1 centavo, pero el éptimo es usar 2 monedas de 30 centavos.

. Entrega un algoritmo que funcione en tiempo O(nk) que entregue la representacién de n
centavos con el minimo nimero de monedas para cualquier conjunto de k£ monedas, asumiendo
que una de las monedas vale 1 centavo.

Solucion:

Sea f una funciéon que indica el nimero de monedas en la solucién 6ptima al problema de
representar n centavos, donde las monedas disponibles valen cg, ..., cx_1. Ya demostramos que
si la solucién utiliza una moneda de ¢ centavos, entonces el 6ptimo es combinar la solucién al
problema de n — ¢ centavos con la elecciéon de la moneda de ¢ centavos. El problema es que
no sabemos qué monedas utiliza la solucién.

Lo que podemos hacer es tomar el minimo sobre todas las posibles elecciones de monedas.
Haciendo esto se obtiene la siguiente recurrencia:

0 n <0
-

1+ min{f(n—c¢)} n>0

Por lo tanto, el éptimo para n centavos consiste en tomar la moneda que produce la solucién
optima maés pequena para el subproblema. Utilizando esta recurrencia podemos construir el
siguiente algoritmo de programacién dindmica:
function f(n, V[0...k-1]) > V[i] es el valor de la i-ésima moneda
m = [oo;n + 1]
p=[-Lin+1]
m[0] =0
fori=1tondo
for j=0tok—1do
if i —j > 0 and m[i — V[j]] + 1 < m]i] then
mli] =m[i — V[j]] +1
plil =j
return m[n],p



El algoritmo retorna el minimo nimero de monedas més la informacién necesaria (en el arreglo
p) para reconstruir la eleccién de monedas en tiempo lineal. Para reconstruir la eleccién de
monedas podemos aplicar el siguiente algoritmo:

function r(n,V,p)
c = 1[0; k] > c[i] es el nimero de monedas de valor Vi] utilizadas
1=n
while ¢ > 0 do
clplil] = ¢[p[i]] +1
i =i —Vip[i]

return c

La funcién f toma tiempo O(nk) puesto que simplemente hace un for sobre n y luego otro
for anidado sobre k, donde la operacién al interior del for anidado toma tiempo constante.

La funcién r toma tiempo lineal puesto que ¢ disminuye desde n hasta 0 de manera monétona,
donde cada iteracién del while es O(1).

Por lo tanto, el algoritmo completo es O(nk).

Problema 4

Este problema compara la eficiencia de 3 métodos para calcular el enésimo ntmero de Fibonacci
F,, dado n. Asuma que el costo de sumar, restar y multiplicar ntimeros es O(1), independiente del
tamano de los niimeros.

1. Muestra que el tiempo de ejecucién del método recursivo ingenuo toma tiempo exponencial.
Solucién:

El método recursivo ingenuo es el siguiente algoritmo:

function Fi(n)
if n <1 then
return n
return Fi(n—1) + Fi(n—2)

Si analizamos el drbol de recursién que se produce al evaluar Fj(n) podemos ver que es un
arbol binario donde la rama mas pequeina tiene altura 5. Por lo tanto, la cantidad de nodos
es mayor a 27, lo que es exponencial.

2. Muestra como calcular F,, en O(n).
Solucién:

El algoritmo es simplemente

function Fy(n)
if n <1 then

return n
a=0
b=1
fori=1ton—1do
c=a-+b
a=b
b=c
return b

3. Muestra como calcular F,, en O(log(n)) usando solo adicién y multiplicacién. Hint: Considera

. (0 1 .
la matriz 1 1) ysus potencias.

Solucion:



0 1

SeaA(1 1

). Se demostrard por induccién que A% = (

e Caso base: i =0

Este caso es trivial, tenemos que A! = A = Fy B
F B

e Hipotesis de Induccién: A* = (Fi_l Fs )

Fi FiJrl

e Tesis de Induccién: A+l = g it+1
(F i1 Figo

Tenemos que
At ogqioq - (Fier 01\ _(F F.a+F\_(F Fu
F, Fyg)\1 1 Fiyw Fi+Fig Fiy1 Fiyo) g

Utilizando esto podemos aplicar el siguiente algoritmo para obtener el resultado:
function F3(n)
B = Ant!
return B[0, 1]

Si se utiliza exponenciacién répida para calcular A", el algoritmo toma O(log(n)).

. Asuma que sumar dos nimeros de § bits toma tiempo ©(3) y que la multiplicacién de dos
nimeros de 3 bits toma ©(3?). ;Cual es el tiempo de ejecucién de cada uno de los algoritmos
anteriores bajo estos supuestos?

Solucién:
Se puede demostrar que F;, tiene ©(n) bits. Por lo tanto, tenemos que

e El método ingenuo tiene un drbol de tamafio exponencial, donde cada operacién es O(n).
Por lo tanto, podemos acotar el tiempo de ejecucién por O(n - 2™).

e FEl tiempo de ejecucién del segundo algoritmo es
Ta(n) = Ta(n — 1) + ©(n)
La solucién a esta recurrencia es Th(n) € ©(n?).
e El tiempo de ejecucion del tercer algoritmo es
Ts(n) = 2T3(n/2) + ©(n?)
La solucién a esta recurrencia también es ©(n?).
. Muestra cémo multiplicar dos nimeros de § bits en tiempo O(5log(f8)).
Solucién:

Dados dos nimeros a y b de 8 bits, los podemos representar como
a:a0-20—|—a1-21+a2~22+...+a5,12ﬁ_1

b=b0'20—|—b1'21+b2~22—|—...+b3_125_1

Notemos que si multiplicamos a y b y agrupamos los términos segiin sus potencias de 2,
obtenemos

c=a-b= (a0b0)20 + (a0b1 + a1b0)21 + (aobg + ai1by + a2b0)22 + ...
i

B
= Z Zajbi_j Qi
=0

=0



Sea ¢; = Z;.:O a;jb;—;. Notemos que esto es una convolucién, y que por lo tanto podemos
calcular los ¢; para i = 0,..., 3 — 1 en tiempo O(Blog(3))! utilizando la transformada rapida
de Fourier. Una vez obtenido el valor de todos los ¢;, podemos hacer una pasada lineal?
sobre ellos arrastrando el carry de las potencias menores a las mayores. Al terminar, la
concatenacion de los ¢; entrega la multiplicacién de a y b.

6. ;Cual es el tiempo de ejecucion del tercer algoritmo utilizando el método de multiplicacién
anterior?

Solucion:

Asumiendo que el resultado anterior es cierto, la recurrencia para el tercer método queda
Ty(n) = 2T3(n/2) + ©(nlog(n))

Podemos utilizar el teorema maestro para concluir que T3(n) € ©(nlog(n)).

Hay un error en esta solucién, pero solo me df cuenta después de haber hecho la ayudantia: para demostrar que
FFT es O(nlog(n)) se debe asumir que las sumas y multiplicaciones toman tiempo unitario, que es precisamente lo
que no estamos asumiendo en esta pregunta.

2Nuevamente, arrastrar los carries toma O(n) asumiendo que las sumas y restas son O(1), lo que es un error.



