[1C2283 — Diseno y Analisis de Algoritmos
Ayudantia 1

Problema 1

Se define una palabra de paréntesis balanceados, como una secuencia de simbolos ( y ), que estén correc-
tamente anidados. Por ejemplo, la palabra
(OON)0

es correcta, mientras que la siguiente no lo es.

(OOM)0

Encuentre una ecuacién de recurrencia tal que Cs, represente la cantidad de palabras de paréntesis
balanceados formadas por 2n simbolos.
Idea de solucion Toda palabra de paréntesis balanceados w, de largo 2n + 2, se puede expresar como:
w = (w1)ws

donde w; y ws son palabras de paréntesis balanceados, cuyos largos suman 2n. Luego, si consideramos una
palabra fija w*, de largo 2m < 2n, entonces la cantidad de palabras de largo 2n + 2 de la forma

(w* )ws

es igual a Cy(j, ). Por otra parte, hay Cs,, palabras de largo 2m, por lo tanto existen Copy, - Co(y,—) palabras
(w1)ws, donde w; tiene largo 2m. Al sumar por todos los largos posibles, se obtiene que:

Cony2 = Z Cai - Con_y)
i=0

Finalmente, para que la recurrencia este bien definida, es necesario definir casos base. En este ejemplo, basta
definir Cy = 1.

Problema 2

Determine cuales de las siguientes propiedades son verdaderas. Como notacién, se define la funcién
méx[f, g] como méx|[f, g](n) = max{f(n),g(n)} para todo n, y similarmente, min|[f, g] como min[f, g](n) =

min{f(n), g(n)}.
1. Si méx(f,g) € O(h), entonces f € O(h)

Verdadero: Para todo n se cumple que f(n) < max|[f,g](n). Por otra parte, como méix|[f,g] €
O(h), entonces por definicién existen constantes c,ng, tales que para todo n > ng se cumple que
méx[f,g](n) < c¢- h(n), y por lo tanto f(n) < méx[f,g](n) < c¢- h(n). Luego, usando las mismas
constantes, se concluye que f € O(h).

2. Si min[f, g] € O(h), entonces f € O(h)



Falso: Un contraejemplo es f(n) = 2", g(n) = 1, h(n) = 1. En este caso, min[f, g] € O(h), ya que
para todo n, min[f, g](n) = 1 = h(n). Por otra parte, para toda constante c, existe n tal que 2" > ¢, y
por lo tanto f & O(1).

3. Si f€O(h)y g€ Q(h), entonces méx|[0, f — g] € O(h)

Falso: Un contraejemplo es f(n) = n?, g(n) = n2, h(n) = n%. En este caso, para todo n, max|0, f
g](n) = 0, pero para cualquier constante ¢ > 0 y enteron > 0, 0 < en?, por lo tanto max|[0, f—g] & Q(h).

4. Si f € O(h) y g € Q(h), entonces méx[0, f — g] € O(h)

Verdadero: Como g(n) > 0, entonces para todo n méx|[0, f —g](n) < f(n). Luego, se aplica el mismo
argumento de la pregunta 1.

5. Silim,, o I) 5, entonces f € O(g
g(n)

Verdadero: Por la definicién de limite, se tiene que para todo € > 0, existe ng tal que para todo

n > ng:
‘f(n) - 5‘ <e
g9(n)

De esta desigualdad, se obtiene:
—f(n) —-5<e
g9(n)
5 — M <e

g(n)

Luego, como g(n) > 0, se tiene que:
f(n) <(5+¢e)g(n)
f(n)>(5—¢€)g(n)

Finalmente, si elegimos € = 1, lo anterior implica que existe ng tal que para todo n > ng,

f(n) < 6g(n)
f(n) = 4g(n)
y por lo tanto que f € ©(g).
6. Si f,g € O(h), entonces méx|[f, g] € O(h)

Verdadero: Por definicién existe c¢i,ca,n1,n9 tales que para todo n > ny f(n) < c1h(n), y para
todo n > ng, g(n) < eah(n). Luego, si definimos ¢ = méx{cy,ca}, y no = max{ni,ns}, y consideramos
n > ng, entonces méx[f, g](n) serd igual a f(n) o a g(n). Ademds, por construccién f(n) < c-h(n)y
g(n) < c- h(n), por lo que méx[f, g](n) < c¢- h(n), y entonces méx|[f, g] € O(h).

Problema 3

Encuentre funciones f y g tales que f € ©(g), pero lim,, % no existe.



Solucion

Fn) = {1 n es par

2 n es impar

1 n esimpar
g(n) =
2 n es par

Para todo n, f(n) < 2-g(n),y f(n) > 1g(n), luego f € O(n). Pero por otra parte, la sucesién f(n)/g(n)

es:
fn) 2 n es impar
g(n)

1/2 n es paro

Problema 4

Dado un conjunto de nimeros @ = {qi,...,qm}, donde m es potencia de 2, se busca encontrar un
polinomio p tal que p(q) = 0, para todo g € Q.

1. Describa el polinomio buscado como producto de polinomios de grado 1
Solucién: (x—q1) - (x —q2) (. — ¢m)
2. Describa y analice un algoritmo simple para obtener el polinomio buscado en forma extendida. El

analisis debe considerar el niimero de multiplicaciones.

Solucién: Se considera el siguiente algoritmo (escrito recursivamente):

function ENCONTRARPOLINOMIO(q1, . . ., Gm)
if m=1 then
return (z — q1)
end if
p+ENCONTRARPOLINOMIO(gs, . - . , ¢m)

return MuLT1((z — q1),p)
end function

Ahi, la funcién MurTl multiplica un polinomio de grado 1 por otro de grado n, utilizando 2(n + 1)
multiplicaciones.

Luego, se obtiene la ecuacién de recurrencia:
0 =1
T(m) = "
Tim—1)4+2m m>1
Al desarrollarla, se obtiene que

—1)+2m
=T(m—-2)+2(m—1)+2m
=T(m—-3)+2(m—2)+2(m—1)+2m



De la expresién anterior, se concluye que el algoritmo funcionarfa en tiempo O(n?). De todas for-
mas, para obtener las constantes asociadas, y demostrar formalmente el resultado se deberia utilizar
induccién constructiva.

3. Suponga que M(-,-) es un algoritmo que permite multiplicar dos polinomios de grado n en tiempo
O(nlogn). Analice el tiempo de ejecucién del siguiente algoritmo, donde @; se define como (z — ¢;).

function ENCONTRARPOLINOMIO(Q)1, - .., @m)
if n=1 then
return
end if
[+~ENCONTRARPOLINOMIO(Q1, . . ., @y /2)
1<~ ENCONTRARPOLINOMIO(Q /2415 - - -, @m)

return M(1r)
end function

Idea de solucién En este caso, se plantea la recurrencia:

1 =1
T <80 o my
k-%log % +2T (%) m>1

Luego, se aplica una sustitucién de variables, aprovechando que m es potencia de 2:

1 =0
T(2") <
@) < {k; 26 log 27t 42T (257 0> 1

Desarrolldandola:

T(2Y) < k24(0) + 27(29)

< E29(0) 4+ 2(R271 (0 — 1) + 2T(2°7Y))

= k24(0) + k2°(0 — 1) + 4T (27 1))

< K2°(0) 4+ k2500 — 1) + 4(2°72(0 — 2) + 2T (2°72))
= k2°(0) + k2°(0 — 1) + k2° (¢ — 2) + 8T (27%)

Luego, considerando que m = 2¢, lo anterior serfa O(mlog?(m)). Al igual que en el caso anterior, para
demostrar este resultado y obtener las constantes asociadas, se puede utilizar induccién constructiva.



