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1. [1.5 puntos] En esta pregunta usted debe demostrar el Lema de Schwartz-Zippel.

Sea p(x1,...,x,) un polinomio en Q no nulo y de grado k, y sea A un subconjunto finito y no vacio
de Q. Demuestre que si aq,...,a, son elegidos de manera uniforme e independiente desde A, entonces
Pr(p( =0 < &
r(play,...,an) = < —.
4]

2. [1.5 puntos] Dados dos polinomios p(x1,...,2%,) ¥ q(x1,...,2,) en Q, recuerde que decimos que
p(x1,...,xn) y q(x1,...,2,) son equivalentes si para toda secuencia ag,...,a, de nimeros en Q,
se tiene que p(ay,...,a,) = q(ay,...,a,).

Dados dos polinomios p(z1,...,Z,) y ¢(x1,...,2Z,) en Q, decimos que p(x1,...,2,) y q(z1,...,2,) son
linealmente-equivalentes si existe un polinomio r(x1,...,x,) tal que: (i) r(z1,...,z,) es nulo o0 es un
polinomio de grado menor o igual a 1, y (ii) p(z1, ..., ) es equivalente a q(z1, ..., x,) +7r(x1, ..., 2,).

Por ejemplo, los polinomios p(z,y) = z-(x — 1)+ 2 -y y qlz,y) = (x—1)-(x —2)+y + 1 son
linealmente-equivalentes puesto que

plzy) = qlzy) +r(z,y),
donde r(z,y) =2-z+y — 3.
De un algoritmo aleatorizado que resuelva el problema de determinar si dos polinomios p(z1,...,z,)
y q(z1,...,x,) son linealmente-equivalentes. Su algoritmo debe funcionar en tiempo polinomial en el

peor caso y su probabilidad de error debe ser menor o igual a 21% Ademis, usted debe justificar

claramente por qué su algoritmo es correcto, funciona en tiempo polinomial y tiene probabilidad de

error acotada por 21100 .

3. Fije un numero natural n > 2. Recuerde que la funcién ¢ de Euler es definida como ¢(n) = |Z}|.

Dado a € Z}, el orden de a en Z;, se define como el menor nimero natural £ > 1 tal que a* = 1modn.
Por ejemplo, el orden de 1 en Z§ es 1 puesto que 1! = 1mod S8, el orden de 3 en Z} es 2 puesto que
3% 1mod8y 32 =1mod8, y el orden de 3 en Z7; es 5.

Sea a € Z7,. Demuestre lo siguiente:

(a) [0.4 puntos] Existe un nimero k£ > 1 tal a* = 1 modn, por lo que a tiene orden en Z.
(b) [0.8 puntos] Si k es el orden de a en Z

*, entonces se tiene que k divide a ¢(n).
(¢) [0.3 puntos] a®™ = 1modn.



4. [1.5 puntos] Construya un algoritmo aleatorizado que reciba como entrada un ndmero natural n > 2,
y determine si n es la potencia de un niimero primo, vale decir, si n = p*¥ donde p es un nimero primo
y k es un numero natural mayor o igual a 1. Su algoritmo debe funcionar en tiempo polinomial en
el peor caso y su probabilidad de error debe ser menor o igual a 21% Ademss, usted debe justificar
claramente por qué su algoritmo es correcto, funciona en tiempo polinomial y tiene probabilidad de
error acotada por 21%

Importante: Para resolver este problema puede utilizar los resultados demostrados en clases sobre
los niimeros primos y compuestos. Ademads, puede utilizar los procedimientos MCD(a, b) y Exp(a, b,
n) vistos en clases. Si necesita de otros procedimientos debe implementarlos; en particular, no puede
suponer como dado al procedimiento TestPrimalidad(n, k).



