Técnicas basicas de diseno de algoritmos

11C2283

[1C2283 — Técnicas bdsicas de disefio de algoritmos 1/23



Técnicas de diseno de algoritmos

En este capitulo vamos a estudiar tres técnicas basicas para el
diseno de algoritmos:

» Dividir para conquistar
» Programacién dinamica

» Algoritmos codiciosos

Estas tres técnicas son Utiles para desarrollar algoritmos en muchos
escenarios.
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Dividir para conquistar

Esta es la forma genérica de una algoritmo que utiliza la técnica de
dividir para conquistar:

DividirParaConquistar(w)
if |w| < k then return InstanciasPequenas(w)
else
Dividir w en wq, ..., wy
for i:=1to / do
S; := DividirParaConquistar(w;)
return Combinar(Sy, ..., Sy)
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Dividir para conquistar

» En DividirParaConquistar k es un constante que indica cuando el
tamafio de una entrada w es considerado pequeiio: |w| < k

» Las entradas pequenas son solucionas utilizado un algoritmo
disenado para ellas: InstanciasPequenas

» En general este algoritmo es sencillo y ejecuta un nimero pequeno
de operaciones

> Si el tamano de una entrada w no es pequeno (|w| > k), entonces
w es dividido es una secuencia wy, ..., wy de entradas de menor
tamano para DividirParaConquistar
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Dividir para conquistar

» Para cada i € {1,...,/} la llamada DividirParaConquistar(w;)
resuelve el problema para la entrada w;

» El resultado de esta llamada es almacenado en S;

» Finalmente la llamada Combinar(S;, ..., S¢) combina los
resultados S1, ..., Sy para obtener el resultados para w

Hemos visto varios ejemplos de esta técnica: algoritmo de multiplicacién
de Karatsuba, biusqueda binaria y Quicksort

» Vamos a ver como utilizar esta técnica para obtener un algoritmo
eficiente para la multiplicacién de matrices cuadradas
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Multiplicacion de matrices cuadradas

Sean A,xn Y Bhxn dos matrices de niimeros enteros.

Queremos construir un algoritmo para calcular A- B

» Medimos la complejidad del algoritmo en términos del nimero de sumas y
multiplicaciones de nimeros enteros, a las cuales asignamos costo 1

Ejercicio
Muestre que el algoritmo usual para multiplicar matrices cuadradas en el peor
caso es O(n?)
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Un cota inferior para la multiplicacion de matrices

Sea A un algoritmo para calcular la multiplicacién de matrices cuadradas de
numeros enteros, y cuyas operaciones basicas son la suma y la multiplicacién
de nlimeros enteros.

Proposicion

A debe realizar al menos n* sumas y multiplicaciones de niimeros enteros para

calcular la multiplicacion de dos matrices de n X n

Demostracion: Utilizamos la técnica basada en la mejor estrategia del
adversario

» En este caso el adversario demuestra que el algoritmo es incorrecto si
realiza menos de n* operaciones bdsicas
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Un cota inferior para la multiplicacion de matrices

Para aplicar la técnica basada en la mejor estrategia del adversario primero
debemos dar una caracterizacién del algoritmo A

» De manera mas general, una caracterizacién de los algoritmos que
multiplican matrices cuadradas y tienen como operaciones basicas la
suma y multiplicacién de ndmeros enteros

Para calcular la multiplicaciéon de dos matrices de n x n el algoritmo A debe
calcular una secuencia Ei, ..., Ex de expresiones aritméticas.

» El valor de k depende de n

» (Cada una de las expresiones E; incluye sumas y multiplicaciones de
elementos de A o B o del resultado de otras expresiones

> Por ejemplo, E; = A[1,1]- B[1,1] y E; = E1 + A[L,2] - B[2,1]
El uso de expresiones aritméticas es la clave para caracterizar A
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Un cota inferior para la multiplicacion de matrices

Suponga que A puede calcular la multiplicacién de dos matrices de n X n
realizando n®> — 1 operaciones bdsicas.

» ;Por qué consideramos n° — 1 y no otra funcién f(n) tal que f(n) < n°?

El adversario elige dos matrices A,xn y Bnxn tales que Ali,j| = BJi,j] = 1 para
todo i,j € {1,...,n}, y le pide a A que calcule A- B

A responde con una matriz C,«, tal que C[i,j] = n para todo i,j € {1,...,n}

» Suponemos que el algoritmo A es correcto
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Un
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cota inferior para la multiplicacion de matrices

Supongamos que para construir C el algoritmo A calcula las expresiones
aritméticas Eq, ..., Ex

» (Cada una de estas expresiones menciona al menos un simbolo + o -, por
lo que k< n*—1

Para cada i € {1,..., k} suponga que hay ¢ > 1 ocurrencias de simbolos + vy -
en la expresién aritmética E;

Ejercicio

Demuestre que para cada i € {1,..., k} hay e + 1 ocurrencias de enteros en E;
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Un cota inferior para la multiplicacion de matrices

Dado que A realiza n* — 1 operaciones para calcular C tenemos que:

k
2 : 2
€ — n — 1
i=1

Tenemos entonces que:

k
Z(ei+1) = n"—14+k<2-n"—-1

=1

Por el lema concluimos que existe al menos un elemento de A o B que no es
utilizado en las expresiones aritméticas
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Un

11C2283

cota inferior para la multiplicacion de matrices

Sin perdida de generalidad suponemos que A[r, s] no es utilizado en las
expresiones aritméticas Ei, ..., Ex, donde r,s € {1,...,n}

El adversario entonces construye una matriz D,x, tal que:

DIi.j] 1 i#roj+#s
I? — . .
/ 2 I=ryj=s

y le pide al algoritmo que calcule D - B

Dado que la matriz D difiere de A sélo en el valor en la posicién (r,s), el
algoritmo A retorna C como el resultado de D - A

» Obtenemos una contradiccién puesto que C # D - A
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Un algoritmo de multiplicacion mas rapido

Tenemos n® como una cota inferior para el nimero operaciones basicas
necesarias para obtener la multiplicaciéon de dos matrices Anxn Y Bnxn

» Y tenemos un algoritmo para este problema que en el peor caso es @(n3)

iHay mucho espacio para mejorar!

» ;Es posible tener un algoritmo para multiplicar matrices cuadradas que
realice f(n) operaciones basicas, donde f(n) € o(n’)?

En las siguientes transparencias vamos a dar una respuesta positiva a esta
pregunta: el algoritmo de Strassen
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El algoritmo de multiplicacién de Strassen

Sean A,xn Y Bnxn dos matrices de niimeros enteros

» Suponemos inicialmente que n es una potencia de 2

Dividimos Ay B de la siguiente forma:

A1 Ao Bi1 Bio
A= 1 B=( 2t °L
( Ax1 Al ) ( Bo1 Bapo )

donde A;jy Bij (i=1,2yj=1,2) son matrices de § x 3
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El algoritmo de multiplicacién de Strassen
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Dividimos C = A - B de la misma forma:

G G
C = ’ ’
( G Cop )

donde Gjj (i=1,2y j=1,2) es una matriz de § x 3

Tenemos entonces que:

Cia Ai1-Bii+ A2 B Co1 Ax1-Bi1+ A2 Boa
Cio = Aii1-Biao+A B Co = A1-Bio+ A Boo

El calculo directo de C requiere de 8 multiplicaciones de matrices de 7 X 3

» La idea clave del algoritmo de Strassen es bajar este nimero a 7
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El algoritmo de multiplicacién de Strassen

El algoritmo de Strassen calcula las siguientes multiplicaciones:

Di = (Ai1+A22) (Bi1+ Bao)
D, = (A21+A22) B
D; = Ai1-(Bip2— Bop)
Dy = Asp-(By1— Bia)
Ds = (A11+A12) B
Dsé = (A21—A11) (Bi1+ Bip)
D: = (Ai2—A22) (B21+ Bzpo)
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El algoritmo de multiplicacién de Strassen

Con estas multiplicaciones podemos calcular las matrices que forman C:

D: + Dy — Ds + Dy

= (A11+ A22) - (Bi1+ B22) +As2 - (Bo1 — Bi1) —
(A11+A12) Bop+ (A2 — Axp) - (B21 + B22)

= A11-Bii1+A11-Bo+ A2 Bii+ A2 Boo+ Ao -Bo1 — Ao B —
Al1 - Boo— Ao -Boo+ A2 -Bo1+A12-Boo— A2 By1— Ao B

= A11-Bii1+ A2 Boa

= Ci1

D3 + Ds

= A11-(Bi2— B22)+ (A1 + A12) - Bopo

= A11-Bip—A11-Bo+A11-Bo+ A2 B
= A11-Bip+ A2 B

= (1,2
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El algoritmo de multiplicacién de Strassen

D> + Dy

= (A1 + A22) - Bi1+ Az (B21— Bi1)
=Ax1-Bi1+ A2 Bii14+ A2 - By1— Ao Bia
=Ax1-Bi1+ A Boa

= (o1

D1 — Dy + D3 + Ds
= (A11+ A22) - (Bi,1+ B22) — (A1 + Asp) - Big1 +
Ai1-(Bip— Bo2)+ (A1 — A11) - (Bi1 + Bi2)
= A11-Bii1+A11-Bo+ A2 - Bii1+ A2 Boo—Ax1-Bii1— Ao Bii +
Ai1-Bio—A11-Boo+ A1 -Bii+Ax1-Bip—Ai1-Bii— A1 Bipo
=Asx1-Bipo+ Ao Boo
= (22
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La complejidad del algoritmo de Strassen

i Cual es el peor caso para el algoritmo de Strassen?

» El algoritmo realiza la misma cantidad de sumas y multiplicaciones de
nimeros enteros para todas las matrices de entrada de n X n

Sea T(n) es nimero de sumas y multiplicaciones de niimeros enteros realizadas
por el algoritmo de Strassen con matrices de entradas de n X n

Tenemos que:

1 n=1

T(n) =
(n) 7-T(g)+c-n2 n>1

donde ¢ € R". jPor qué?
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La complejidad del algoritmo de Strassen
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La ecuacidn de recurrencia anterior sélo fue definida para n potencia de 2, pero
podemos extenderla para considerar cualquier valor de n:

T B 1 n=1
(n) = 7-T(2])+c-n* n>1

Dado que log,(7) > 2.8, tenemos que ¢ - n* € O(n'°&)~%%) por lo que usando
el Teorema Maestro obtenemos que T(n) € @(n'°g2(7))

En particular concluimos que existe d € R" y ny € N tales que para todo
n > np que sea potencia de 2 se tiene que T(n) < d - n'og2(7)
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La complejidad del algoritmo de Strassen

Tenemos entonces un algoritmo para multiplicar matrices cuadradas que
funciona mas rapido que el algoritmo usual.

i Pero como usamos este algoritmo cuando n no es potencia de 27

» Vamos a responder esta pregunta en las siguientes transparencias
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Extendiendo el algoritmo de Strassen

Sean A,x» vV B« dos matrices de niimeros enteros donde n puede no ser una
y
potencia de 2

» Tenemos que 2X < n < 25 para k > 1

Si 25 = n calculamos A - B con el algoritmo de Strassen. Si 2K < n entonces a
partir de Ay B definimos matrices Dyki1y k11 Y Epkr1yokt1 COMO sigue:

(Ali,j] 1<i<nyl<j<n

Dli,j| = <
/] 0 n+1<i<2on+4+1< <2k
. (B[i,j] 1<i<nyl<j<n
E[’?J] — < . k . k41
0 n+1<i<2o0n+4+1<;<2

\
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Extendiendo el algoritmo de Strassen

Utilizando el algoritmo de Strassen calculamos F = D - E, y a partir de F
definimos C,x, como C[i,j] = F[i,j] para i,j € {1,...,n}

Puesto que C = A - B tenemos un algoritmo general para calcular la
multiplicacién de matrices cuadradas.

Ejercicio
Demuestre que el algoritmo extendido de Strassen en el peor caso es O(n'82(7)
considerando como operaciones basicas la suma y multiplicacién de enteros.

» jHay un peor caso para este algoritmo?

» ;Qué sucede si incluye en el tiempo de ejecucidn la construccién de las
matrices C y D? jCambia el orden del algoritmo?
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