Ordenacidn de una lista

El siguiente es una algoritmo cldsico para ordenar una lista L de nlimeros
enteros (de menor a mayor).

InsertionSort(L[1... n]: lista de nimeros enteros)
for i :=2 to ndo

ji=i—1
while j > 1 and L[j] > L[j + 1] do
aux := L[]
L[j] := L[j + 1]
L[j + 1] := aux
j=j-1
return L
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Analisis de la complejidad de insertion sort

Consideramos la comparacién como la operacién a contar, la cual tiene
costo 1.
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Analisis de la complejidad de insertion sort

Consideramos la comparacién como la operacién a contar, la cual tiene
costo 1.

Dada una lista L con n nimeros enteros.
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Analisis de la complejidad de insertion sort

Consideramos la comparacién como la operacién a contar, la cual tiene
costo 1.

Dada una lista L con n ndmeros enteros.
» ;i Cudl es el peor caso del algoritmo?

» ; Cuantas comparaciones realiza el algoritmo en el peor caso, como
una funcién de n?

i Qué otras operaciones son realizadas por el algoritmo? ; Cambia el orden
del algoritmo si las consideramos?
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Una version mejorada de insertion sort

Suponiendo que L[1---(i — 1)] ya ha sido ordenada (de menor a mayor),

el paso basico del algoritmo es encontrar la posicion donde deberia ser
ubicado L|[/]

» Ademas el algoritmo debe colocar L[i] en esta posicidn
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Una version mejorada de insertion sort

Suponiendo que L[1---(i — 1)] ya ha sido ordenada (de menor a mayor),

el paso basico del algoritmo es encontrar la posicion donde deberia ser
ubicado L|[/]

» Ademas el algoritmo debe colocar L[i] en esta posicidn

Para disminuir el tiempo de ejecucion del algoritmo podriamos utilizar
blsqueda binaria para encontrar la posicién correcta para L|/]
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Una version mejorada de insertion sort

Consideramos nuevamente la comparacién como la operacién a contar.
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Una version mejorada de insertion sort

Consideramos nuevamente la comparacién como la operacién a contar.

Dado que bisqueda binaria realiza O(log,(/)) comparaciones para
encontrar la posicidén correcta para L[i], el algoritmo mejorado es de

orden O(n - log,(n))
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Una version mejorada de insertion sort

Consideramos nuevamente la comparacién como la operacién a contar.

Dado que bisqueda binaria realiza O(log,(/)) comparaciones para
encontrar la posicidén correcta para L[i], el algoritmo mejorado es de

orden O(n - log,(n))

» Esto puede ser deducido utilizando lo siguiente:

s s (1T

=1

= n-log,(n')
< log,(n")
= n-logy(n)
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; Una version mejorada de insertion sort?

i Es m3as eficiente el algoritmo que utiliza bisqueda binaria?

» ;Ve algln problema en este algoritmo?
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; Una version mejorada de insertion sort?

i Es m3as eficiente el algoritmo que utiliza bisqueda binaria?

» ;Ve algln problema en este algoritmo?

Un problema con este algoritmo: ; Cémo colocar de manera eficiente L[i]
en la posicién correcta en L[1...(i —1)] 7

» Un algoritmo ingenuo toma tiempo lineal en este paso, por lo que el
tiempo total del algoritmo seria O(n?), el mismo orden que para
Insertion sort
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; Una version mejorada de insertion sort?

Dos lecciones importantes

» Una operacion puede ser cambiada por otra en un algoritmo,
esto debe tenerse en cuenta al momento de analizar su
complejidad.

» El uso de estructuras de datos es fundamental para
iImplementar de manera eficiente las operaciones requeridas
por un algoritmo.
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Suma de nimeros enteros

Sean a y b dos niimeros enteros con n > 1 digitos cada uno.
Primero queremos obtener c = a+ b

Vamos a utilizar el algoritmo usual para calcular ¢
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Sean a y b dos nimeros enteros con n > 1 digitos cada uno.
Primero queremos obtener c = a+ b

Vamos a utilizar el algoritmo usual para calcular ¢

» Consideramos la suma de dos digitos, la comparacion de dos digitos y la
resta de un ndmero con a lo mas dos digitos con uno de un digito como
las operaciones a contar, cada una con costo 1. j Tiene sentido suponer
que todas tienen el mismo costo?
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Suma de nimeros enteros

Sean a y b dos nimeros enteros con n > 1 digitos cada uno.
Primero queremos obtener c = a+ b

Vamos a utilizar el algoritmo usual para calcular ¢

» Consideramos la suma de dos digitos, la comparacion de dos digitos y la
resta de un ndmero con a lo mas dos digitos con uno de un digito como
las operaciones a contar, cada una con costo 1. j Tiene sentido suponer
que todas tienen el mismo costo?

» ;jCuadl es el peor caso para el algoritmo usual? j Cudntas operaciones
realiza el algoritmo en este caso?

» ;Cudntos digitos puede tener c?
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Multiplicacion de nimeros enteros

Ahora queremos obtener d = a- b

Primero vamos a utilizar el algoritmo usual para calcular d
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Multiplicacion de nimeros enteros

Ahora queremos obtener d = a- b

Primero vamos a utilizar el algoritmo usual para calcular d

» Consideramos la suma y la multiplicacién de digitos como las
operaciones a contar, ambas con costo 1. j Tienes sentido suponer
que ambas operaciones tienen el mismo costo?

» ; Cual es el peor caso para el algoritmo usual? j Cudntas operaciones
realiza el algoritmo en este caso?

» ;Cuantos digitos puede tener d?
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El algoritmo de multiplicacion de Karatsuba

Suponga que a 'y b son dos nimeros con n digitos cada uno, donde n es
una potencia de 2.
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El algoritmo de multiplicacion de Karatsuba

Suponga que a 'y b son dos nimeros con n digitos cada uno, donde n es
una potencia de 2.

Podemos representar a y b de la siguiente forma:

a = 31-1054—32
= b110%+b2
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El algoritmo de multiplicacion de Karatsuba

Suponga que a 'y b son dos nimeros con n digitos cada uno, donde n es
una potencia de 2.

Podemos representar a y b de la siguiente forma:

a = ai- 102 + a-
= by -102 + by
Tenemos entonces que:
a-b = al-b1-10”+(al-b2+az-b1)-105+ag-b2
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El algoritmo de multiplicacion de Karatsuba

Para calcular a- b entonces debemos calcular las siguientes multiplicaciones:

1. a1-b;
2. a1 b
3. ax- b
4. ay - by
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El algoritmo de multiplicacion de Karatsuba

11C2283

Para calcular a- b entonces debemos calcular las siguientes multiplicaciones:

1.

Obtenemos entonces un algoritmo recursivo

» Para resolver el caso de largo n realizamos 4 llamadas para los casos de

a1 b

2. al - b2
3.
4

. 32'b2

a - by

n
largo 5

Introduccidn
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El algoritmo de multiplicacion de Karatsuba

11C2283

Para calcular a- b entonces debemos calcular las siguientes multiplicaciones:

1.

Obtenemos entonces un algoritmo recursivo

i Como llamamos a este tipo de algoritmos?

» Para resolver el caso de largo n realizamos 4 llamadas para los casos de

» jCémo medimos su complejidad?

2
3.
4
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El algoritmo de multiplicacion de Karatsuba

11C2283

Para calcular a- b entonces debemos calcular las siguientes multiplicaciones:

1.

Obtenemos entonces un algoritmo recursivo

i Como llamamos a este tipo de algoritmos?

» Para resolver el caso de largo n realizamos 4 llamadas para los casos de

2
3.
4

al-bl
a1-b2
ag-bl

32'b2

n
largo 5

» jCémo medimos su complejidad?

» ;Con las 4 llamadas anteriores obtenemos un algoritmo mas eficiente que

el algoritmo usual de multiplicacién?

Introduccidn
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La idea clave en el algoritmo de Karatsuba

Para calcular a - b realizamos las siguientes multiplicaciones:
1. Ci = ay- bl
2. Cr = ap - b2

3. c3 = (31 + 32) . (bl + b2)
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La idea clave en el algoritmo de Karatsuba

Para calcular a - b realizamos las siguientes multiplicaciones:

1. C1:al-b1
2. C2:ag'b2

3. c3 = (31 + 32) . (bl + b2)

Tenemos entonces que:

a-b = C1'1On+(C3—(C1—|—C2))-1O§—|—C2
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La idea clave en el algoritmo de Karatsuba

Para calcular a - b realizamos las siguientes multiplicaciones:
1. Ci = ay- bl
2. Cr = ap - b2

(a1 + a2) - (b1 + bo)

3. C3

Tenemos entonces que:

a-b = C1'1On+(C3—(C1—|—C2))-1O§—|—C2

; Cuantas operaciones realiza este algoritmo?
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El tiempo de ejecucion del algoritmo de Karatsuba

T(n): nimero de operaciones realizadas por el algoritmo de
Karatsuba para dos numeros de entrada con n digitos cada uno en
el peor caso
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El tiempo de ejecucion del algoritmo de Karatsuba

T(n): nimero de operaciones realizadas por el algoritmo de
Karatsuba para dos numeros de entrada con n digitos cada uno en

el peor caso

Para determinar el orden de T(n) utilizamos una ecuacion de

recurrencia:
1 =1
T(n) = "
3-T(5)+e-n n>1
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El tiempo de ejecucion del algoritmo de Karatsuba

i Qué supuestos realizamos al formular esta ecuacién?
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El tiempo de ejecucion del algoritmo de Karatsuba

i Qué supuestos realizamos al formular esta ecuacién?
> n es una potencia de 2

> (a1 +a2) y (b1 + by) tienes 3 digitos cada uno

i Qué representa la constante e? Utilizamos e para codificar el niimeros
de operaciones necesarias para:

» Calcular (a1 + a2), (b1 + b2), (aa+ )y (63— (a1 + @))

» Construir a- b a partirde ¢;, o y (c3 — (¢1 + ¢)), lo cual puede
tomar tiempo lineal en el peor caso. jPor qué?
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Resolviendo una ecuacion de recurrencia

i Cémo resolvemos la ecuacién de recurrencia para T(n)
Como n = 2k tenemos que:

13- TR Y 4e-2 k>0
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Resolviendo una ecuacion de recurrencia

Para resolver la ecuacién simplemente |la desarrollamos:

T(2) = 3.-T(21)+e -2k
= 3.3-T(2"?)4+e- 2k 4e.2F
= 32.T(2"?)+3.e- 21 4. 2K
= 32.3- T2 4e-2v?)43.e- 281 L. 2K
= 33T 432028243 .2k L. 2K

2
- e (2) 30
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Resolviendo una ecuacion de recurrencia

Considerando i = k obtenemos:

T(2) =

Tenemos entonces que:

T(2) =

k-T(1)+e-2k-kZ§<g)j

3
31

k Ak
3k—|—2-e-2k-<3 2)

2k
3¥42.e- (3 =29
3. (142-e)—2-e-2

Considerando que k = log,(n) obtenemos:

T(n) = 3°2W.(142.¢)=2.e-n
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Resolviendo una ecuacion de recurrencia

Finalmente tenemos que:

3|og2(n) 2|og2(3|0g2(n))
_ 2|Og2(”)'|0g2(3)
_ (2|0g2(”))|0g2(3)

_ plos2(3)

De lo cual concluimos que T(n) = n'82®) . (1 4+2.e)—2-e-n

> Vale decir, T(n) es O(n'82()
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De lo cual concluimos que T(n) = n'82®) . (1 4+2.e)—2-e-n

> Vale decir, T(n) es O(n'82()

i Es valido este resultado para todo n?

[1C2283 — Introduccién 47 | 47
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Resolviendo una ecuacion de recurrencia

Finalmente tenemos que:

3|og2(n) 2|og2(3|0g2(n))
_ 2|Og2(”)'|0g2(3)
_ (2|0g2(”))|0g2(3)

_ n|0g2(3)

De lo cual concluimos que T(n) = n'82®) . (1 4+2.e)—2-e-n

> Vale decir, T(n) es O(n'82()

i Es valido este resultado para todo n? jQué sucede si eliminamos los
supuestos?

» Vamos a estudiar algunas herramientas para contestar este tipo de
preguntas, usted va a resolver el caso del algoritmo de Karatsuba
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