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El objetivo de este curso

Introducir técnicas tanto para el diseno como para el analisis de |la
complejidad computacional de un algoritmo
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El objetivo de este curso

Introducir técnicas tanto para el diseno como para el analisis de |la
complejidad computacional de un algoritmo

» Técnicas basicas y avanzadas

Se dara énfasis a:

» La compresion del modelo computacional sobre el cual se
disena y analiza un algoritmo

» El uso de estructuras de datos adecuadas para la
implementacion de un algoritmo

» El uso de ejemplos de distintas areas para mostrar las
potencialidades de las técnicas estudiadas
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i Qué es un algoritmo?

i Podemos formalizar este concepto?
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i Qué es un algoritmo?

i Podemos formalizar este concepto?

» Maquinas de Turing: Intento por formalizar este concepto

i Podemos demostrar que las maquinas de Turing capturan la
nocién de algoritmo?

» No, el concepto de algoritmo es intuitivo
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Maquinas de Turing

i Por qué creemos que las maquinas de Turing son una buena
formalizacién del concepto de algoritmo?
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i Por qué creemos que las maquinas de Turing son una buena
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» Porque cada programa de una maquina de Turing puede ser
implementado

» Porque todos los algoritmos conocidos han podido ser
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Maquinas de Turing

i Por qué creemos que las maquinas de Turing son una buena
formalizacién del concepto de algoritmo?

» Porque cada programa de una maquina de Turing puede ser
implementado

» Porque todos los algoritmos conocidos han podido ser
implementados en maquinas de Turing

» Porque todos los otros intentos por formalizar este concepto fueron
reducidos a las maquinas de Turing

» Los mejores intentos resultaron ser equivalentes a las maquinas

de Turing
» JTodos los intentos “razonables” fueron reducidos
eficientemente

11C2283 - Introduccidn

4 /30



Maquinas de Turing

i Por qué creemos que las maquinas de Turing son una buena
formalizacién del concepto de algoritmo?

>

11C2283 -

Porque cada programa de una maquina de Turing puede ser
implementado

Porque todos los algoritmos conocidos han podido ser
implementados en maquinas de Turing

Porque todos los otros intentos por formalizar este concepto fueron
reducidos a las maquinas de Turing

» Los mejores intentos resultaron ser equivalentes a las maquinas

de Turing
» JTodos los intentos “razonables” fueron reducidos
eficientemente

Tesis de Church: Algoritmo = Maquina de Turing
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Maquinas de Turing: Formalizacién

Definicion
Mdaquina de Turing: (Q, 2,1, qo,0, F)
» ) es un conjunto finito de estados
» > es un alfabeto tal que B & X
» [ es un alfabeto tal que X U {B} C T
» go € Q es el estado inicial
» [ C @ es un conjunto de estados finales

> 0 es una funcion parcial:
0 @ QOxI—=>QxIx {0 =}

0 es llamada funcion de transicion
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Maquinas de Turing: Funcionamiento

La cinta de la maquina de Turing es infinita en ambas direcciones.

> es el alfabeto de entrada y I es el alfabeto de la cinta.

» Una palabra de entrada w € 2.* es colocada en posiciones
consecutivas de la cinta

» Todas las otras posiciones contienen el simbolo B
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Maquinas de Turing: Funcionamiento

Al comenzar a funcionar, la maquina se encuentra en el estado qg vy
su cabeza lectora estd en la posicidn inicial de la palabra de entrada

En cada instante la maquina se encuentra en un estado g y su
cabeza lectora estd en una posicién p

» Si el simbolo en la posicién pes ay d(q,a) = (4, b, X),
entonces:

[1C2283 - Introduccién 7/ 30



Maquinas de Turing: Funcionamiento

Al comenzar a funcionar, la maquina se encuentra en el estado qg vy
su cabeza lectora estd en la posicidn inicial de la palabra de entrada

En cada instante la maquina se encuentra en un estado g y su
cabeza lectora estd en una posicién p

» Si el simbolo en la posicién pes ay d(q,a) = (4, b, X),
entonces:

» La maquina escribe el simbolo b en la posicidon p de la cinta

[1C2283 - Introduccién 7/ 30



Maquinas de Turing: Funcionamiento

Al comenzar a funcionar, la maquina se encuentra en el estado qg vy
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Maquinas de Turing: Funcionamiento

Al comenzar a funcionar, la maquina se encuentra en el estado qg vy
su cabeza lectora estd en la posicidn inicial de la palabra de entrada

En cada instante la maquina se encuentra en un estado g y su
cabeza lectora estd en una posicién p

» Si el simbolo en la posicién pes ay d(q,a) = (4, b, X),
entonces:
» La maquina escribe el simbolo b en la posicidn p de la cinta
» Cambia de estado desde g a ¢’

» Mueve la cabeza lectora a la posicion p —1si X es <—, y a la
posiciéon p+ 1 si X es —. Si X es L, entonces la cabeza
lectora permanece en la posicidén p
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Maquinas de Turing: Aceptacion

Los estados de F son utilizados como estados de aceptacion.

» Una palabra w es aceptada por una maquina M si y sélo si la
ejecucion de M con entrada w se detiene en un estado de F

Definiciéon
Lenguaje aceptado por una maquina de Turing M:

L(M) = {weX"| M acepta w}
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Maquinas de Turing: Ejemplo

Queremos construir una maquina de Turing M que acepte el lenguaje
L ={w e {0,1}* | w es un palindromo}
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Maquinas de Turing: Ejemplo

Queremos construir una maquina de Turing M que acepte el lenguaje
L ={w e {0,1}* | w es un palindromo}

Definimos M = (Q, %, T, qo, 6, F) de la siguiente forma:

> Q — {q07 ar, q0—>7 q1—>7 q87 q\1/7 q<—}

» > ={0,1}
» [ ={0,1,B}
> F ={qr}
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Maquinas de Turing: Ejemplo

» O es definida como:

0(90,B)
5(q07 0)
0(qo,1)

(q2,,B)
5(q%,,0)
6(q%,,1)

4(qt,,B)

6(qt,,0)
o(qt,, 1)

11C2283 - Introduccidn

(gr,B, )
(¢°%,B,—)
(¢i,,B,—)

(¢2,B,«)
(¢%,0,—)
(¢°%,1,—)

(gi,B, <)
(¢i,,0,—)
(¢1,,1,—)

5(Q<—>B)
0(q,0)
0(qe,1)

4(qy,B)
5(qy,0)

4(qy,B)
(qy,1)

(q07 B7 _>)
(q<—7 07 %)
(q<—7 17 e)

(gr,B,0)
(q<—7 B7 %)

(qfa B7 D)
(q<—7B7 %)
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Complejidad de un algoritmo

i Cudl es la complejidad del algoritmo anterior?

» jQué operaciones contamos para realizar este analisis?
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Complejidad de un algoritmo

i Cudl es la complejidad del algoritmo anterior?

» jQué operaciones contamos para realizar este analisis?

Para una MT M con alfabeto de entrada X_:

» Paso de M: Ejecutar una instruccién de la funcién de
transicion

» tiempo,,(w): Nimero de pasos ejecutados por M con entrada
we X*
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Complejidad de un algoritmo

Supuesto

Consideramos maquinas de Turing que se detienen en todas
sus entradas.

» En general consideramos algoritmos que se detienen en todas
sus entradas
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Complejidad de un algoritmo

Definicién
El tiempo de funcionamiento de una M'T M en el peor caso es definido
por la funcion ty:

tm(n) = max{ tiempoy,(w) | we X y|lw|=n}
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Complejidad de un algoritmo

Definicién
El tiempo de funcionamiento de una M'T M en el peor caso es definido
por la funcion ty:

tm(n) = max{ tiempoy,(w) | we X y|lw|=n}

Ejercicio
Para la MT M del ejemplo sobre palindromos demuestre que
tm(n) es O(n?)
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Otro modelo de computacion

Definicién
Mdaquina de Turing con k cintas: (Q,%, T, qo, 6, F)
»  es un conjunto finito de estados
» > es un alfabeto tal que B ¢ L
» [ es un alfabeto tal que X U{B} C T
> go € Q es el estado inicial
» F C @ es un conjunto de estados finales

» 0 es una funcion parcial:
5 © QxT*—= QxT*x{«,0 -}

0 es llamada funcion de transicion.
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MT con k cintas: Funcionamiento

La maquina tiene k cintas infinitas en ambas direcciones.

2 es el alfabeto de entrada y [ es el alfabeto de las cintas.

» Una palabra de entrada w € 2.* es colocada en posiciones
consecutivas de la primera cinta

» Las otras posiciones de la primera cinta contienen el simbolo B

» Las restantes cintas contienen el simbolo B en todas las posiciones

11C2283 - Introduccidn
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MT con k cintas: Funcionamiento

La maquina tiene una cabeza lectora por cinta.

Al comenzar la maquina se encuentra en el estado qg, la cabeza lectora
de la primera cinta estd en la primera posicién de la palabra de entrada,
el resto de las cabezas estan en posiciones arbitrarias.
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MT con k cintas: Funcionamiento

En cada instante la maquina se encuentra en un estado g y su cabeza
lectora i/ se encuentra en la posicién p;.

> Si el simbolo en la posicién p; es a; y 6(q, a1, ...,ar) =
(q', b1,..., bk, X1,..., Xk), entonces:
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MT con k cintas: Funcionamiento

En cada instante la maquina se encuentra en un estado g y su cabeza
lectora i/ se encuentra en la posicién p;.

> Si el simbolo en la posicién pj es a; y 6(q,a1,...,ak) =
(q', b1, ..., bk, Xi,..., Xk), entonces:

» La maquina escribe el simbolo b; en la posicién p; de la i-ésima

cinta

» Cambia de estado desde g a ¢’

» Mueve la cabeza lectora de la /-ésima cinta a la posicién p; — 1 si X;
es <, y a la posiciéon p; + 1 si X; es —. Si X; es [, entonces la
maquina no mueve la cabeza lectora de la /-ésima cinta
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MT con k cintas: Aceptacion y complejidad

Una palabra w es aceptada por una MT M con k cintas si y sélo si la ejecucién
de M con entrada w se detiene en un estado final. Tenemos entonces que:

L(M) = {weX”| M acepta w}
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MT con k cintas: Aceptacion y complejidad

Una palabra w es aceptada por una MT M con k cintas si y sélo si la ejecucién
de M con entrada w se detiene en un estado final. Tenemos entonces que:

L(M) = {weX”| M acepta w}

Para una MT con k cintas y alfabeto X:
» Paso de M: Ejecutar una instruccién de la funcién de transiciéon
> tiempo,,(w): Ndmero de pasos ejecutados por M con entrada w € ¥~

» Tiempo de funcionamiento M en el peor caso:

tm(n) = max{ tiempoy,(w) | we X" y|w|=n}
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MT con k cintas: Ejemplo

Construya una MT M con dos cintas que funcione en tiempo O(n)
y acepte el lenguaje L = {w € {0,1}* | w es un palindromo}.
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MT con k cintas: Ejemplo

Construya una MT M con dos cintas que funcione en tiempo O(n)
y acepte el lenguaje L = {w € {0,1}* | w es un palindromo}.

Solucién: Definimos M = (Q, X, T, qo, 9, F) de la siguiente forma:

» Q@ =1{90,9,9r,9v,9f}

» > ={0,1}
» [ ={0,1,B}
> F={ar}
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MT con k cintas: Ejemplo

» Funcién ¢ es definida de la siguiente forma:

5(q0,B,B) = (gr,B,B,01,00) 5(gr,1,0) = (qv,1,0,<,00)
0(qo,0,B) = (q0,0,—,—) o(qgr,1,1) = (qr,1,1,«,0)
5((]0,1,B) — (qC>1717_>7_>) 5(qf7B70) — (qV7B707_>7|:|)
0(gc,0,B) = (g.,0,0,—,—) ’(gr,B,1) = (qv,B,1,—,0)
0(qe,1,B) = (gc,1,1,—,—) 4(q9v,0,0) = (qgv,0,0,—,«)
5(qC7B7B) — (qr7B>B7%7<_) 6(qV7171) — (qV71717_>7<_)
5(gr,0,0) = (gr,0,0,«,0) 4(qv,B,B) = (gr,B,B,1,0)

5(gr,0,1) = (qgr,0,1,«,0)
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Complejidad en distintos modelos

i Es posible aceptar mas rapido si se usa cintas adicionales?

» ;j Tenemos entonces que especificar bajo que modelo estamos
resolviendo un problema?

[1C2283 - Introduccién 21 / 30



Complejidad en distintos modelos

i Es posible aceptar mas rapido si se usa cintas adicionales?

» ;j Tenemos entonces que especificar bajo que modelo estamos
resolviendo un problema?

Sea L={w € {0,1,#}* | w es un palindromo}
» [ es aceptado por una MT con dos cintas en tiempo O(n)

» iPuede ser L aceptado en tiempo lineal por una MT con una
cinta?

11C2283 - Introduccidn
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Una cota inferior en un modelo de computacién

Proposicién

Sea L={w € {0,1,#}* | w es un palindromo} y M una MT con
una cinta. Si L = L(M), entonces M funciona en tiempo (n?).
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Una cota inferior en un modelo de computacién

Proposicién

Sea L={w € {0,1,#}* | w es un palindromo} y M una MT con
una cinta. Si L = L(M), entonces M funciona en tiempo (n?).

Demostracion: Suponga que L = L(M), donde M es una MT con
una cinta.

» Sea @ el conjunto de estados de M
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Una cota inferior en un modelo de computacién

Sin perdida de generalidad, suponemos que M siempre recorre toda
la palabra de entrada.

» ;Por qué podemos suponer esto?
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Una cota inferior en un modelo de computacién

Sin perdida de generalidad, suponemos que M siempre recorre toda
la palabra de entrada.

» ;Por qué podemos suponer esto?

Para w € {0,1,#}*, sea w" la palabra obtenida al escribir w en el
sentido inverso.
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Una cota inferior en un modelo de computacién

Sin perdida de generalidad, suponemos que M siempre recorre toda
la palabra de entrada.

» ;Por qué podemos suponer esto?

Para w € {0,1,#}*, sea w" la palabra obtenida al escribir w en el
sentido inverso.

Defina L, como el siguiente lenguaje (para n > 0 divisible por 4):
Ly = {w#2w"|we {0,1}4}

Notese que L, C L
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Complejidad en distintos modelos

Seawel,y7<i< %. Ademads, sea C;(w) la secuencia de estados
[g1, - - ., gk] en que se encuentra M después de moverse entre las

posiciones i € i + 1 (en cualquiera de las dos direcciones) en la ejecucién
que tiene a w como entrada.
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Complejidad en distintos modelos

Seawel,y7<i< %. Ademads, sea C;(w) la secuencia de estados
[g1, - - ., gk] en que se encuentra M después de moverse entre las

posiciones i € i + 1 (en cualquiera de las dos direcciones) en la ejecucién
que tiene a w como entrada.

Definimos C(w) = {Ci(w) |
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Complejidad en distintos modelos

Lema
Siwi,wy € L, y wi # wa, entonces C(wi) N C(wy) =0
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Complejidad en distintos modelos

11C2283

Lema
Siwi,wy € L, y wi # wa, entonces C(wi) N C(wy) =0

Demostracidn: Suponga que el lema es falso. Entonces existen
i,j €{2,...,322} tales que Cj(w1) = Ci(wo).

Sean uq y u» las palabra formadas por los primeros i simbolos de wy vy los
ultimos n — j simbolos de w», respectivamente.

Dado que Cij(wy) = Cj(wz), se tiene que uyu, es aceptado por M.

» ;Como se demuestra esto?

Pero uius no es un palindromo, por lo que tenemos una
contradiccion. []

— Introduccién 25 /30



Complejidad en distintos modelos

Para w € L,, sea s, la secuencia mas corta en C(w)

> Sp={sw |wel,}

[1C2283 - Introduccién 26 / 30



Complejidad en distintos modelos

Para w € L,, sea s, la secuencia mas corta en C(w)

> So={sw | welL,}

Por el lema sabemos que s, # Sy, Si w1 # wy

» Por lo tanto: |S,| = |L,| = 24
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Complejidad en distintos modelos

Para w € L,, sea s, la secuencia mas corta en C(w)

> So={sw | welL,}

Por el lema sabemos que s, # Sy, Si w1 # wy

» Por lo tanto: |S,| = |L,| = 24

Sea m el largo de la secuencia mas larga en S,

» Cantidad de posibles secuencias de largo a lo mas m:

a0 L Q-1
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Complejidad en distintos modelos

. . I’TH—]._]-
De lo anterior concluimos que: |Q\|QT > 2

=]

» jPor qué?
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Complejidad en distintos modelos

. . I’TH—]._]-
De lo anterior concluimos que: |Q\|QT > 2

=]

» jPor qué?

Se tiene entonces que m es (n)

> Por lo tanto existe wy € L, para el cual |s,,| es £2(n)
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Complejidad en distintos modelos

m—+1
) ) 1
De lo anterior concluimos que: |Q\|QT > 2

&I

» jPor qué?

Se tiene entonces que m es (n)

> Por lo tanto existe wy € L, para el cual |s,,| es £2(n)

Entonces: Todas las secuencias en C(wp) son de largo Q(n)
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Complejidad en distintos modelos

m—+1
) ) 1
De lo anterior concluimos que: |Q\|QT > 2

&I

» jPor qué?

Se tiene entonces que m es (n)

> Por lo tanto existe wy € L, para el cual |s,,| es £2(n)

Entonces: Todas las secuencias en C(wp) son de largo Q(n)
Conclusién: Con entrada wy, la maquina M toma tiempo Q(n?)

> Puesto que M tiene que generar 5 secuencias de estados de
largo Q(n)
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i Qué hemos aprendido?

Al disenar un algoritmo debemos considerar el modelo de computacion
sobre el cual serd implementado.

» ;Qué operaciones podemos realizar en el modelo?
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i Qué hemos aprendido?

Al disenar un algoritmo debemos considerar el modelo de computacion
sobre el cual serd implementado.

» ;Qué operaciones podemos realizar en el modelo?

Al analizar la complejidad computacional de un algoritmo también
debemos considerar el modelo de computacion.

» ;Qué operaciones consideramos al analizar la complejidad de un
algoritmo?
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i Qué hemos aprendido?

En general, el andlisis de la complejidad de un algoritmo se realiza
considerando un tipo particular de entradas.

» El peor caso es muy utilizado, pero también podemos considerar el
caso promedio
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i Qué hemos aprendido?

En general, el andlisis de la complejidad de un algoritmo se realiza
considerando un tipo particular de entradas.

» El peor caso es muy utilizado, pero también podemos considerar el
caso promedio

Al estudiar un problema debemos tener en cuenta que cotas inferiores se
puede demostrar para su complejidad

» Estas cotas inferiores dependen del modelo de computacién
considerado
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i Qué consideraciones adicionales debemos tener?

Debemos considerar modelos de computacién que representen el
funcionamiento de una arquitectura de computadores.

» Por ejemplo, debemos consider acceso directo a los datos y la
diferencia de costo entre el uso de memoria principal y secundaria

» Las maquinas de Turing pueden no ser apropiadas en este sentido.

i Por qué las usamos entonces?
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i Qué consideraciones adicionales debemos tener?

Debemos considerar modelos de computacién que representen el
funcionamiento de una arquitectura de computadores.

» Por ejemplo, debemos consider acceso directo a los datos y la
diferencia de costo entre el uso de memoria principal y secundaria

> Las maquinas de Turing pueden no ser apropiadas en este sentido.
i Por qué las usamos entonces?

Vamos a considerar dos ejemplos que nos servirdn para ilustrar los puntos
anteriores: ordenacion y la multiplicacién de ndmeros enteros
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