Técnicas para demostrar cotas inferiores

Queremos establecer una cota inferior para el nimero de operaciones
realizadas por una clase de algoritmos que resuelven un problema
especifico.
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Técnicas para demostrar cotas inferiores

11C2283

Queremos establecer una cota inferior para el nimero de operaciones
realizadas por una clase de algoritmos que resuelven un problema
especifico.

» Por ejemplo, una cota inferior para los algoritmos que ordenan una
lista de nimeros enteros y cuya operacion bdasica es la comparacion

Vamos a estudiar tres técnicas para demostrar cotas inferiores:
» Mejor estrategia del adversario
» Arboles de decisién

» Reducciones

— Analisis de la eficiencia de un algoritmo
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Calculando el maximo de una lista

Sea L[1...n] una lista de nimeros enteros sin repeticiones.
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Calculando el maximo de una lista

Sea L[1...n] una lista de nimeros enteros sin repeticiones.
Queremos estudiar el nimero de comparaciones que debe realizar un

algoritmo para encontrar el maximo elemento de L

» Consideramos algoritmos cuya operacién bdsica es la comparacién
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Calculando el maximo de una lista

11C2283

Sea L[1...n] una lista de nimeros enteros sin repeticiones.

Queremos estudiar el nimero de comparaciones que debe realizar un
algoritmo para encontrar el maximo elemento de L

» Consideramos algoritmos cuya operacién bdsica es la comparacién

Ejercicio
Construya un algoritmo que encuentre el maximo elemento de L[1... n]
realizando n — 1 comparaciones de elementos de la lista.
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Calculando el maximo de una lista

i Es posible calcular el maximo elemento de L con menos de n — 1
comparaciones de elementos de L?
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Calculando el maximo de una lista

i Es posible calcular el maximo elemento de L con menos de n — 1
comparaciones de elementos de L?

Vamos a demostrar que no es posible.

» Vamos a utilizar una técnica basada en buscar la mejor
estrategia del adversario
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Una técnica basada en la mejor estrategia del adversario

Recuerde que vamos a utilizar esta técnica para establecer una cota
inferior para el nimero de operaciones realizadas por una clase de
algoritmos C que resuelven un problema especifico.
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Una técnica basada en la mejor estrategia del adversario

Recuerde que vamos a utilizar esta técnica para establecer una cota
inferior para el nimero de operaciones realizadas por una clase de
algoritmos C que resuelven un problema especifico.

Lo primero que necesitamos entonces es una caracterizacidon general de
los algoritmos A que pertenecen a C
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Una técnica basada en la mejor estrategia del adversario

11C2283

Recuerde que vamos a utilizar esta técnica para establecer una cota
inferior para el nimero de operaciones realizadas por una clase de
algoritmos C que resuelven un problema especifico.

Lo primero que necesitamos entonces es una caracterizacidon general de
los algoritmos A que pertenecen a C

Esta caracterizacidén debe servir para identificar qué puede decidir A y
qué depende del medio externo.
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Una técnica basada en la mejor estrategia del adversario

Recuerde que vamos a utilizar esta técnica para establecer una cota
inferior para el nimero de operaciones realizadas por una clase de
algoritmos C que resuelven un problema especifico.

Lo primero que necesitamos entonces es una caracterizacidon general de
los algoritmos A que pertenecen a C

Esta caracterizacidén debe servir para identificar qué puede decidir A y
qué depende del medio externo.

» E| medio externo es el adversario
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Una técnica basada en la mejor estrategia del adversario

En la medida que A procesa una entrada:
» El adversario toma decisiones que ponen A en el peor caso

» A responde de la mejor manera posible
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Una técnica basada en la mejor estrategia del adversario

En la medida que A procesa una entrada:
» El adversario toma decisiones que ponen A en el peor caso

» A responde de la mejor manera posible

A partir de esta interaccién establecemos una cota inferior para el
nimero de operaciones realizadas por A

» Esta es una cota inferior para el nimero de operaciones realizadas
por los algoritmos en C, ya que A es un elemento arbitrario de C
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Calculando el maximo: mejor estrategia del adversario

Sea A un algoritmo para calcular el maximo elemento de una lista de
nimeros enteros sin repeticiones y cuya operacion basica es la
comparacion.

» Suponemos que A no compara un elemento consigo mismo. jEs
razonable suponer esto? j Cémo se puede implementar esto?

[1C2283 — Analisis de la eficiencia de un algoritmo 69 / 89



Calculando el maximo: mejor estrategia del adversario

Sea A un algoritmo para calcular el maximo elemento de una lista de
nimeros enteros sin repeticiones y cuya operacion basica es la
comparacion.

» Suponemos que A no compara un elemento consigo mismo. jEs
razonable suponer esto? j Cémo se puede implementar esto?

Caracterizamos A como un torneo donde el maximo es el ganador.

» Si b es comparado con ¢ por A, decimos que b gana la comparacion
sib>c
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Calculando el maximo: mejor estrategia del adversario

Suponga que L[1...n] es una lista de niimeros enteros que es dada como
entrada a A

» Recuerde L no tiene elementos repetidos
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Calculando el maximo: mejor estrategia del adversario

Suponga que L[1...n] es una lista de niimeros enteros que es dada como
entrada a A

» Recuerde L no tiene elementos repetidos

Para describir el funcionamiento de A utilizamos los siguientes conjuntos
que muestran el estado del algoritmo en cada instance de tiempo:
U : elementos de L que todavia no han sido comparados

G : elementos de L que han ganado todas sus comparaciones (y
al menos han participado en una comparacion)

P : elementos de L que perdieron al menos una comparacién
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Calculando el maximo: mejor estrategia del adversario

Sean u = |U

, & =G|y p=|P|

En cada instante de tiempo el vector (u, g, p) describe el estado de A
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Calculando el maximo: mejor estrategia del adversario

Sean u = |U

, & =G|y p=|P|

En cada instante de tiempo el vector (u, g, p) describe el estado de A

» En cada instante se tieneque u+ g+ p=n
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Calculando el maximo: mejor estrategia del adversario

Sean u = |U

, & =G|y p=|P|

En cada instante de tiempo el vector (u, g, p) describe el estado de A
» En cada instante se tieneque u+ g+ p=n

» A encontré el maximo elemento de L si (u,g,p) =(0,1,n— 1)
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Calculando el maximo: mejor estrategia del adversario

La siguiente tabla describe el cambio del vector (u, g, p) dependiendo de la
comparacién b > c:

cec U ce G ceP

' b>c:(u—1,g+1,
be U (u_27g+1ap+1) (U—l,g,p—l—l) b<CEU—1§P+I])-g

b>c:(ug,
be G (U,g—l,p-l—l) b < c: Eu,gf)l,l)-l-l)
beP (u,g,p)
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Calculando el maximo: mejor estrategia del adversario

La siguiente tabla describe el cambio del vector (u, g, p) dependiendo de la
comparacién b > c:

cec U ce G ceP

' b>c:(u—1,g+1,
be U (u_27g+1ap+1) (U—l,g,p—l—l) b<CEU—1§P+I])-g

b>c:(u,g,p)
bEG (U,g—l,p+1) b<C(U,g—1,P‘|—1)
beP (u,g,p)

Las preguntas fundamentales: j Qué elige el algoritmo? ; Qué elige el adversario?
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Las decisiones del algoritmo y el adversario

A escoge los elementos by ¢ a comparar

» En particular, elige los conjuntos desde los cuales sacar estos elementos
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Las decisiones del algoritmo y el adversario

A escoge los elementos by ¢ a comparar

» En particular, elige los conjuntos desde los cuales sacar estos elementos

El adversario elige el peor caso segtin la decisién tomada por A:
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Las decisiones del algoritmo y el adversario

A escoge los elementos by ¢ a comparar

» En particular, elige los conjuntos desde los cuales sacar estos elementos

El adversario elige el peor caso segtin la decisién tomada por A:

ce U

ce G

ceP

beU | (u—2,g+1,p+1)

(U—l,g,p—l—l)

b>c: (u—1,g+1,p)
b<c:(u—1,g,p+1)

be G

beP

[1C2283 — Anadlisis de la eficiencia de un algoritmo

(v,g —1,p+1)

b>c:(u,g,p)
b<c: (u,g—1,p+1)

(u,g,p)
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Una cota inferior para el calculo del maximo

Dado un vector (u, g, p), una comparacién de .4 da como resultado un
vector (u', g’, p') tal que:

pP=p o p=p+1
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Una cota inferior para el calculo del maximo

Dado un vector (u, g, p), una comparacién de .4 da como resultado un
vector (u', g’, p') tal que:

pP=p o p=p+1

Entonces para que A llegue al vector (0,1, n — 1) debe realizar al menos
n — 1 comparaciones
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Una cota inferior para el calculo del maximo

Dado un vector (u, g, p), una comparacién de .4 da como resultado un
vector (u', g’, p') tal que:

pr=p o p=p+1

Entonces para que A llegue al vector (0,1, n — 1) debe realizar al menos
n — 1 comparaciones

Conclusidn

Un algoritmo debe realizar al menos n — 1 comparaciones para encontrar
el maximo elemento de una lista con n elementos no repetidos,
suponiendo que el algoritmo no compara un elemento consigo mismo.
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Calculando el maximo: eliminando una restriccion

i Qué pasa si permitimos al algoritmo A de las transparencias anteriores
comparar un elemento consigo mismo?
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Calculando el maximo: eliminando una restriccion

i Qué pasa si permitimos al algoritmo A de las transparencias anteriores
comparar un elemento consigo mismo?

Para describir el funcionamiento de A modificamos los conjuntos U, G y P de
la siguiente forma:

U: elementos de L que todavia no han sido comparados o sélo han
sido comparados consigo mismo

G : elementos de L que han ganado todas sus comparaciones con ele-
mentos distintos (y al menos han participado en una comparacién
con un elemento distinto)

P : elementos de L que perdieron al menos una comparacién con un
elemento distinto
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Calculando el maximo: eliminando una restriccion

Tenemos entonces que usar la siguiente tabla para describir los cambios del

vector (u, g, p):

ce U

ce G

ce P

| b;éc:(u—2,g—|—1,p—|—1)

(u—1,g+1,p)

b> c:(
—1 1
bey ‘ b=c: (u,8,p) (u-1.ep+1) b<c(u—1,g,p+1)
be G b#CZ(U,g—l,p-l—l) b>c:(u,g,p)
b=c: (ug,p) b<c (ug—1,p+1)
beP (u,8,p)
[1C2283 — Anadlisis de la eficiencia de un algoritmo
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Calculando el maximo: eliminando una restriccion

Es claro que al algoritmo A no le conviene comparar un elemento consigo
mismo.

» El valor de p no aumenta en este caso
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Calculando el maximo: eliminando una restriccion

Es claro que al algoritmo A no le conviene comparar un elemento consigo
mismo.

» El valor de p no aumenta en este caso

Al igual que para el caso anterior concluimos que:

Conclusion

Un algoritmo debe realizar al menos n — 1 comparaciones para encontrar
el maximo elemento de una lista con n elementos no repetidos.
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Calculando el maximo y el minimo de una lista

Sea L[1...n] una lista de nimero enteros sin elementos repetidos.
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Calculando el maximo y el minimo de una lista

Sea L[1...n] una lista de nimero enteros sin elementos repetidos.

Queremos estudiar el nimero de comparaciones que debe realizar un
algoritmo para encontrar tanto el maximo como el minimo elemento de L

» Nuevamente consideramos algoritmos cuya operacion basica es la
comparacion
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Calculando el maximo y el minimo de una lista

Sea L[1...n] una lista de nimero enteros sin elementos repetidos.

Queremos estudiar el nimero de comparaciones que debe realizar un
algoritmo para encontrar tanto el maximo como el minimo elemento de L

» Nuevamente consideramos algoritmos cuya operacion basica es la
comparacion

Ejercicio
Construya un algoritmo que encuentre el mdximo y el minimo elemento
de L[1...n| realizando 2 - n — 3 comparaciones de elementos de la lista.
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Calculando el maximo y el minimo de una lista

i Es posible calcular el maximo y el minimo elemento de L con
menos de 2 - n — 3 comparaciones de elementos de L?
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Calculando el maximo y el minimo de una lista

i Es posible calcular el maximo y el minimo elemento de L con
menos de 2 - n — 3 comparaciones de elementos de L?

Vamos a utilizar la técnica basada en la mejor estrategia del
adversario para encontrar una cota inferior para este problema.

» Esto nos va a dar una idea de cémo construir un algoritmo
mas eficiente
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Maximo y minimo: mejor estrategia del adversario

Sea A un algoritmo para calcular el maximo y el minimo elemento de una lista
de nimeros enteros sin repeticiones y cuya operacién bdasica es la comparacion.

» Suponemos que A no compara un elemento consigo mismo, la misma
conclusidn se puede obtener si eliminamos esta restriccion
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Maximo y minimo: mejor estrategia del adversario

Sea A un algoritmo para calcular el maximo y el minimo elemento de una lista
de nimeros enteros sin repeticiones y cuya operacién bdasica es la comparacion.

» Suponemos que A no compara un elemento consigo mismo, la misma
conclusidn se puede obtener si eliminamos esta restriccion

Al igual que para el caso del calculo del maximo, caracterizamos A como un
torneo donde el maximo y el minimo son los ganadores.
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Maximo y minimo: mejor estrategia del adversario

Suponga que L[1...n] es una lista de nidmeros enteros sin repeticiones que es
dada como entrada a A, donde n > 2

Para describir el funcionamiento de A utilizamos los siguientes conjuntos que
muestran el estado del algoritmo en cada instance de tiempo:
U: elementos de L que todavia no han sido comparados

G : elementos de L que han ganado todas sus comparaciones (y al
menos han participado en una comparacion)

P : elementos de L que han perdido todas sus comparaciones

E : elementos de L que ganaron al menos una comparacién y perdieron
al menos una comparacién
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Maximo y minimo: mejor estrategia del adversario

Suponga que L[1...n] es una lista de nidmeros enteros sin repeticiones que es
dada como entrada a A, donde n > 2

Para describir el funcionamiento de A utilizamos los siguientes conjuntos que
muestran el estado del algoritmo en cada instance de tiempo:
U: elementos de L que todavia no han sido comparados

G : elementos de L que han ganado todas sus comparaciones (y al
menos han participado en una comparacion)

P : elementos de L que han perdido todas sus comparaciones

E : elementos de L que ganaron al menos una comparacién y perdieron
al menos una comparacién

i Por qué en este caso utilizamos los conjuntos Py E?
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Maximo y minimo: mejor estrategia del adversario

Sean u = |U

, &= |G

. p=|Plye=|E]|

En cada instante de tiempo el vector (u, g, p, e) describe el estado de A
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Maximo y minimo: mejor estrategia del adversario

Sean u = |U

, &= |G

. p=|Plye=|E]|

En cada instante de tiempo el vector (u, g, p, e) describe el estado de A

» En cada instante se tieneque u+g+p+e=n
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Maximo y minimo: mejor estrategia del adversario

Sean u = |U

, &= |G

. p=|Plye=|E]|

En cada instante de tiempo el vector (u, g, p, e) describe el estado de A
» En cada instante se tieneque u+g+p+e=n

» A encontré el maximo y el minimo elemento de L si
(U7g7p7 e) — (0,1,1,17—2)
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Maximo y minimo: mejor estrategia del adversario

Al igual que para el cdlculo del maximo, la siguiente tabla describe el cambio
del vector (u, g, p, e) dependiendo de la comparacién b > c:

ce U ceG ceP c€eE
bS ¢ b > c: b>c:
— (U—l,g,P;e—i—l) (u—l,g—l—l,p,e) (u—l,g+1,P,e)
be U (u—2,g+1,p+1,¢) b < c: b < c: b < c:
(u—l,g,p—l—l,e) (u—l,g,p,e+1) (u—l,g,p+1,e)
b > c: b> c:
B (u,g,p, 6) (uagapa e)
bEG (U,g 1’p7e+1) b<C: b<CZ
(u,g—1,p—1,e+2) | (ug—1,p,e+1)
b> c:
. (U,g,p—l,e+1)
bEP (U,g,P 1ae+1) b<C:
(u, g, p;e)
beE (u,g,p,e)
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Maximo y minimo: las decisiones del adversario

Usando la tabla podemos ver cudles son las decisiones que va a tomar el
adversario, las cuales corresponden a los peores casos para A:

ce U ce G ceP ceE
b > c: b>c: b>c
— (U—l,g,P;e—l—l) (u_1)g+1>pae) (u—l,g—l—l,P,e)
be U (u—2,g+1,p+1,e) b < c: b < c: b < c:
(u—l,gaP+1,e) (u—l,g,p,e+1) (U—l,g,p—f—l,@)
b>c: b>C:
B (u,g,p, e) (u,g,p,e)
be G (U,g 1,P,e‘|—1) b < c: b < c:
(u,g—l,p—l,e—f—z) (u,g—l,p,e+1)
b > c:
. (U,g,p—l,e+1)
beP (v, g,p—1,e+1) b < e
(u,8,pP;€)
beE (u,g,p,e)
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Maximo y minimo: las decisiones del algoritmo

Hay posible decisiones de A que no cambian el vector (u, g, p, €) dada la
estrategia del adversario.
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Maximo y minimo: las decisiones del algoritmo

Hay posible decisiones de A que no cambian el vector (u, g, p, €) dada la
estrategia del adversario.

Estas posibilidades no deben ser consideradas por A:

be U

beG

beP

ce U

ce G

ce P

c e E

(U—2,g—|—1,p—|—1,e)

b> c:
(u—1,g,p,e+1)
b < c:
(u—l,g,p+1,e)

b > c:
(U—l,g—l—l,p,e)
b < c:
(u—l,g,p,e—l—l)

b > c:
(U_17g+17pae)
b < c:
(U_lagap—l_lae)

(u,g—l,p,e—i—l)
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(U,g,p—l,e+1)
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Una cota inferior para el calculo del maximo y el minimo

Cada vez que un elemento es colocado en E puede dejar de ser comparado.
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Una cota inferior para el calculo del maximo y el minimo

Cada vez que un elemento es colocado en E puede dejar de ser comparado.

El adversario entonces tiene que evitar que un elemento sea colocado en E, lo
cual es representado por las elecciones en rojo:

ceU ceG ceP

b > c: b > c:
(u—l,g,p,e—l—l) (U—l,g—I—l,p,e)
b < c: b < c:
(u—l,g,p—l—l,e) (U_17g7pae+1)

beU | (u—2,g+1,p+1e)

bEG (U7g_17pae+1)

beP (U,g,P—l,e+1)
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Una cota inferior para el calculo del maximo y el minimo

Los elementos que son agregados a E vienen entonces de G o P
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Una cota inferior para el calculo del maximo y el minimo

Los elementos que son agregados a E vienen entonces de G o P

El algoritmo A debe entonces tratar de que los conjuntos G y P crezcan lo mas
rapido posible.

> Puede realizar | 5| comparaciones entre elementos de U, después de lo
cual se va a tener que:
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Una cota inferior para el calculo del maximo y el minimo

Los elementos que son agregados a E vienen entonces de G o P

El algoritmo A debe entonces tratar de que los conjuntos G y P crezcan lo mas
rapido posible.

> Puede realizar | 5| comparaciones entre elementos de U, después de lo
cual se va a tener que:

gzpzth

Si n es impar se debe realizar una comparacién adicional para que todos los
elementos en algiin momento estén en G o P

» Si n es par esta propiedad se tiene después de realizar las comparaciones
entre elementos de U
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Una cota inferior para el calculo del maximo y el minimo

Se debe realizar comparaciones entre elementos de G y entre elementos de P
para lograr que e = n—2

» (Cada una de estas comparaciones incrementa el valor de e en 1

» Recuerde que A encontré el maximo y el minimo cuando llega al vector
(0,1,1,n—2)
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Una cota inferior para el calculo del maximo y el minimo

Se debe realizar comparaciones entre elementos de G y entre elementos de P
para lograr que e = n—2

» (Cada una de estas comparaciones incrementa el valor de e en 1

» Recuerde que A encontré el maximo y el minimo cuando llega al vector
(0,1,1,n—2)

Concluimos entonces que A llega al vector (0,1,1, n — 2) después de realizar el
siguiente niumero de comparaciones:

n—2

N W

n par: g—l—(n—2):
n impar: LgJ+1+(n—2):(gu(n—z):(;n}—z
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Una cota inferior para el calculo del maximo y el minimo

Conclusidn

Un algoritmo debe realizar al menos [ - n] — 2 comparaciones para encontrar
el maximo y el minimo elemento de una lista con n elementos no repetidos.
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Una cota inferior para el calculo del maximo y el minimo

Conclusidn

Un algoritmo debe realizar al menos [ - n] — 2 comparaciones para encontrar
el maximo y el minimo elemento de una lista con n elementos no repetidos.

Ejercicio

Encuentre un algoritmo que logre la cota inferior.
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