Un dltimo uso de la desigualdad de Chebyshev

L ema

Pr(Length(S) > 4 - Ln%J) < 4.p77

Demostracién. Si Length(S) > 4 - |n7 |, entonces la menos una de las
siguientes condiciones debe ser cierta:

(a) |{i € {1,...,Length(S)}| S[] > m}| >2-|n
(b) i e{1,...,Length(S)}|S[i]<m}>2|n
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Un dltimo uso de la desigualdad de Chebyshev

Vamos a demostrar que la probabilidad de que (a) ocurra es menor o
1

iguala 2-n"3

De la misma forma se demuestra que la probabilidad que (b) ocurra es
1

menor o igual a 2-n"3

I

> De esto se concluye que Pr(Length(S) >4 - [n3|) <4-n~
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Un dltimo uso de la desigualdad de Chebyshev

Suponga que (a) es cierto, y sea £ la posicién de u en la lista L ordenada.

> Tenemos que £ > [5] +2- Ln%J

3 1 3 3 1
Dado que u = R[[3-n% + n2]], al menos [n3] — [2 - n% + n2] elementos de R
deben estar en posiciones mayores o iguales a £ en la lista L ordenada.

» No podemos asegurar que estos elementos estdn en posiciones mayores a
¢ puesto que R puede tener elementos repetidos

» Vamos a acotar superiormente la probabilidad de que esto ocurra para
obtener un cota superior para la probabilidad de que (a) ocurra
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Un dltimo uso de la desigualdad de Chebyshev

: 3 - . .
Para cada i € {1,...,[n%]}, definimos una variable aleatoria W; de la
siguiente forma:

(1 si la posicién de R[i] en la lista L ordenada

W, = es mayor o igual a [gw +2- L”‘%J

\O en otro caso

0]
Ademas, definimos la variable aleatoria W como Z Wi,
i=1

Dado que £ > [3] +2- Ln%J, tenemos entonces que la probabilidad de que (a)
ocurra es menor o igual a:

Pr(W > [n] = [ -+ n}))
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Un dltimo uso de la desigualdad de Chebyshev

Como L no contiene elementos repetidos obtenemos:

n—([51+2-|nt])+1

Pr(W;=1) = -
_13)-2-|nt) 41
(1] —2- |n?]

n

Tenemos entonces que:

[51-2-ni]

Var(W;) = (gw —2-[n] : (1—

E(W) =

n n

[51-2- Ln%J>
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Un dltimo uso de la desigualdad de Chebyshev

Por lo tanto:

EW) = E(Y w)
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Un dltimo uso de la desigualdad de Chebyshev

Pero tenemos que:

3 3
3 Nl _92.|pna 3 n_ ns +3
n n
3 3—2-n4+3 2-—-2-n4+3
— n4 -
n n
3 5 —2 na 11 1 3
— ns - +3n 4_|___2n4+_
n 2 n
3 3—2'1‘1% 1 1 3
= nt +n 4+ -+ =
n 2 n
N P PO S I
— 5.n S ‘N _I_n _|_§_|_;
1 3 1
S _.n4_2.n2_|_]_
2
Concluimos que E(W) < £ - ns —2.n2 +1
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Un dltimo uso de la desigualdad de Chebyshev

Para i,j € {1,..., [n%ﬂ tal que i # j se tiene que W, es independiente de W;

Concluimos entonces que:

Var(W) = Var(z W)

LKA
= ZVar(VV,)
fn%'\ 3 3
|31 —2-[n] (31 —2-[n?]
- i taoze

3

_(%1—2-WJ_<1_ (31—2-%)

n n
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Un dltimo uso de la desigualdad de Chebyshev

Tenemos que:

<l_fsw—2-tn%J> _ n=I31+2- [ni)

n

I
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Un dltimo uso de la desigualdad de Chebyshev

Ademas tenemos que:

(1] — 2 [nf]

3 1 3 1
1] . Z.pt—2.p2 +1
[n4| - < 5 n2 +
< I.niga
S 50h +
3
< n4

W

Concluimos que Var(W) < n
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Un dltimo uso de la desigualdad de Chebyshev

Finalmente tenemos que:

Pr(W > [ni] — [ - n + b))
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Pr(WZn%—%-n%—n%—l)
Pr(W>%-n%—n%—1)

1 3 1 L
Pr(WZi-n4—2-n2 +1+n2 —2)

Pr(W > E(W) + n? — 2)
Pr(W > E(W)+n? — (1— iz) . n¥)

L
P 2 E(W) +[7)

Pr(W — E(W) > @

Pr(IW — E(W)| > \@)

145 / 150



Un dltimo uso de la desigualdad de Chebyshev

Por lo tanto, utilizando la desigualdad de Chebyshev concluimos que:

AW 2 [nl] = [0l b)) < PrOW = EW)] > \/2)
Var(W)

n

2

IA

3

4
n
2

I

BNl

= 2-n

Concluimos que la probabilidad de que (a) ocurra es menor o

igual a 2-n"%,
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El calculo final

Recuerde que estamos considerando una lista L[1... n] de nimeros
enteros donde n es impar y mayor o igual a 2001.

Para la lista L demostramos lo siguiente:

1
Pr(Y1<L§-n%—n%J) < pi

1
Pr(YQS[n%1—(§-n%+n%1) < pi

S
:I
D=

Pr(Length(S) > 4 - |n3]) <
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El calculo final

Tenemos entonces que:

I

Pr(CalcularMediana(L) retorne sin_resultado) < 6-n"

Dado que n > 2001 concluimos que

Pr(CalcularMediana(L) retorne sin_resultado) < 6 - 2001~ ¢

[1C2283 - Algoritmos aleatorizados 148 / 150



El tiempo esperado del algoritmo

Sea p la probabilidad de que CalcularMediana(L) retorne resultado

1
> Tenemos que p > 15

i En promedio cuantas veces se debe llamar a CalcularMediana(L) para
obtener la mediana de la lista L7
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El tiempo esperado del algoritmo

Sea T una variable aleatoria tal que para cada i > 1:

P(T=1i) = (1-p)"-p

Vale decir, T representa el niimero de llamadas a CalcularMediana(L) hasta
obtener un resultado

Dado que T tiene distribucidn geométrica de parametro p, concluimos que

E(T) = = < 10

Concluimos que en promedio se debe llamar 10 veces a CalcularMediana(L)
para obtener la mediana de la lista L

[1C2283 - Algoritmos aleatorizados 150 / 150



