. a mediana de una lista de numeros enteros

Suponga que n es un nimero impar y L[1...n| es una lista de nimeros
enteros sin elementos repetidos.

> Recuerde que usamos la notacién L[1... n] para indicar que L es una lista
con n elementos
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. a mediana de una lista de numeros enteros

Suponga que n es un nimero impar y L[1...n| es una lista de nimeros
enteros sin elementos repetidos.

> Recuerde que usamos la notacién L[1... n] para indicar que L es una lista
con n elementos

L[i] es la mediana de L si:

Ge{lo [ L < LT} = |5
{ke{Looon}y [ LK > LI = 5]
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. a mediana de una lista de numeros enteros

Ejercicio
Construya un algoritmo que calcule la mediana de una lista L[1...n]y

que en el peor caso sea O(n - log,(n))

» Considere como la operacién bdsica a contar la comparacién de
nimeros enteros
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. a mediana de una lista de numeros enteros

Ejercicio
Construya un algoritmo que calcule la mediana de una lista L[1...n]y
que en el peor caso sea O(n - log,(n))

» Considere como la operacién bdsica a contar la comparacién de
nimeros enteros

Vamos a construir un algoritmo aleatorizado de tipo Las Vegas para
este problema.

» jEste algoritmo funciona en tiempo lineal!
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Un algoritmo aleatorizado para el calculo de la mediana

Suponga que el procedimiento Mergesort(L) ordena una lista L utilizando el
algoritmo Mergesort

» Recuerde que las listas son pasados por referencia en este curso
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Un algoritmo aleatorizado para el calculo de la mediana

Suponga que el procedimiento Mergesort(L) ordena una lista L utilizando el
algoritmo Mergesort

» Recuerde que las listas son pasados por referencia en este curso

El siguiente procedimiento calcula la mediana de una lista de enteros L[1... n]
(suponiendo que n es impar y L no tiene elementos repetidos):

CalcularMediana(L[1... n])
if n < 2001 then
Mergesort(L)
return L[| 7]
else

: 3., :
sea R una lista de [n4] nimeros enteros escogido con

distribucién uniforme y de manera independiente desde L
Mergesort(R)
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Un algoritmo aleatorizado para el calculo de la mediana

d:=R[|5-n* —nZ]]
1 3 1

u:=R[[5-n*+n

S:=1

myqg =

m, =0

for i :=1to ndo

if d < L[i] and L[i] < u then Append(S, [L[i]])

else if L[I] < dthen mg . =myg+1

else m, . =m,+1
if mg > 5] orm, > [5] or

Length(S) > 4 - Ln%J then return sin_resultado

else

Mergesort(S)

return S[| 3| — md]
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El algoritmo es correcto y eficiente

Ejercicios

Demuestre lo siguiente:

1. Si CalcularMediana(L) retorna un nimero entero m, entonces m es la
mediana de L

2. Si se tiene un procedimiento LanzarMoneda() que retorna 0 6 1 con
probabilidad % entonces existe un algoritmo para construir R que invoca

.. , 3
a este procedimiento a los mas ¢ - n4 - log,(n) veces, donde c es una
constante fija y n es el largo de la lista de entrada

> Podemos suponer que LanzarMoneda() en el peor caso es O(1)

3. CalcularMediana(L) en el peor caso es O(n), suponiendo que n es el
largo de L y considerando todas las operaciones realizadas
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i Cual es la probabilidad de no retornar un resultado?

La llamada CalcularMediana(L) puede no retornar un resultado

» El procedimiento en este caso retorna sin_resultado

Para que CalcularMediana pueda ser utilizado en la practica la
probabilidad que no entregue un resultado debe ser baja
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i Cual es la probabilidad de no retornar un resultado?

La llamada CalcularMediana(L) puede no retornar un resultado

» El procedimiento en este caso retorna sin_resultado

Para que CalcularMediana pueda ser utilizado en la practica la
probabilidad que no entregue un resultado debe ser baja

» \Vamos a demostrar esto

[1C2283 — Algoritmos aleatorizados
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La probabilidad de no retornar resultado

Sea L[1...n] una lista de ndmeros enteros tal que n > 2001, n es impar
y la mediana de L es m
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La probabilidad de no retornar resultado

Sea L[1...n] una lista de nimeros enteros tal que n > 2001, n es impar
y la mediana de L es m

Defina las siguientes variables aleatorias:

Y, = [{ief{l,....[n
Y, = [{ie{l,....[n

I+ [ Rl < mj]
I+ [ Rl = mi]

(O] (Y]
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La probabilidad de no retornar resultado

Sea L[1...n] una lista de ndmeros enteros tal que n > 2001, n es impar
y la mediana de L es m

Defina las siguientes variables aleatorias:

Y, = [{ief{l,....[n
Y, = [{ie{l,....[n

I+ [ Rl < mj]
I+ [ Rl = mi]

(O] (Y]

Estas son variables aleatorias dado que R es construido escogiendo
elementos de L con distribucién uniforme (y de manera independiente)
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La probabilidad de no retornar resultado

Lema

CalcularMediana(L) retorna sin_resultado si y sélo si alguna de las
siguientes condiciones se cumple:

1. ' Y1 < L%-n%—n%j
2. Yo < [ni] —[%.ni4 n3)
3. Length(S) > 4- |n%|
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La probabilidad de no retornar resultado

Lema

CalcularMediana(L) retorna sin_resultado si y sélo si alguna de las
siguientes condiciones se cumple:

1. Y1< L%-n%—néj
2. Yo < [ni] —[%.ni4 n3)
3. Length(S) > 4- |n%|

Ejercicio

Demuestre el lema.
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La probabilidad de no retornar resultado

Tenemos entonces que la probabilidad de que CalcularMediana(L) retorne
sin_resultado es igual a:

1
Pr(Y: < L§ nt — n%j V

Y2 < (n%w — (% nt + n%W V Length(S) > 4. Ln%j)
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La probabilidad de no retornar resultado

Tenemos entonces que la probabilidad de que CalcularMediana(L) retorne
sin_resultado es igual a:

1
Pr(Y: < LE nt — n%j V

Y2 < (n%w — (% nt + n%W V Length(S) > 4. Ln%j)

Necesitamos entonces acotar superiormente Pr(Y; < L% 1 — n%j),
Pr(Y> < [n3] —[L-ni + n2]) y Pr(Length(S) > 4 |ni )
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La probabilidad de no retornar resultado

Tenemos entonces que la probabilidad de que CalcularMediana(L) retorne

sin_resultado es igual a:

1
Pr(Y: < LE nt — n%j V

Y2 < (n%w — (% nt + n%W V Length(S) > 4. Ln%j)

Necesitamos entonces acotar superiormente Pr(Y; < L% 1 — n%j),
Pr(Y> < [n3] —[L-ni + n2]) y Pr(Length(S) > 4 |ni )

» Vamos a ver dos desigualdades muy Utiles para acotar probabilidades
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La desigualdad de Markov

Teorema
Sea X una variable aleatoria no negativa. Para cada a € R™ se tiene que:

E(X)

Pr(X > a) p
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Una demostracion de la desigualdad de Markov

Tenemos que:

E(X) = ) r-Pr(X=r)

+
rERO

_ o rPrX=r))+( > s Pr(X=s)
( )+ ( )

rERS‘ cr<a SERS_ :s>a

Z s-Pr(X =5s)

sERaL :s>a

Z a-Pr(X =5s)

SERSL :s>a

= a-( > Pr(X:s))

se]R(J)r :s>a

AV,

'V

= a-Pr(X > a)
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Una demostracion de la desigualdad de Markov

Tenemos que:

E(X) = ) r-Pr(X=r)

+
rERO

_ o rPrX=r))+( > s Pr(X=s)
( )+ ( )

rERS‘ cr<a SERS_ :s>a

Z s-Pr(X =5s)

sERaL :s>a

Z a-Pr(X =5s)

SERSL :s>a

= a-( > Pr(X:s))

se]R(J)r :s>a

AV,

'V

= a-Pr(X > a)

Concluimos que Pr(X > a) < @ ]
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La desigualdad de Chebyshev

Teorema

Var( X)

PH|X — E(X)| > a) >
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La desigualdad de Chebyshev

Teorema

Var( X)

PH|X — E(X)| > a) >

Demostracion. Utilizando la desigualdad de Markov obtenemos:

Pr(|X — E(X)| >a) = Pr((X —E(X))*> a%)
. E(X—EX))
Var(X)
[1C2283 — Algoritmos aleatorizados
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Utilizando la desigualdad de Chebyshev

L ema
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Utilizando la desigualdad de Chebyshev

L ema

Pr(Y1<L%-n%—n%J) < n_‘ll

Demostracién: para cada i € {1,...,[n4]}, definimos una variable aleatoria
Xi de la siguiente forma:

X - {1 R[i] < m
0 R[i]>m
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Utilizando la desigualdad de Chebyshev

L ema

3

Pr(Y1<L%-nZ—n%J) < n

=

Demostracién: para cada i € {1,...,[n4]}, definimos una variable aleatoria
Xi de la siguiente forma:

X — 1 R[/] <m
0 R[i]>m
Tenemos que:
]
Yi = Xi
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Utilizando la desigualdad de Chebyshev

Dado que la lista L no contiene elementos repetidos tenemos que:

Pr(X, = 1) = 12l — n51n+1 _

NS

S
2-n

S
N | =
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Utilizando la desigualdad de Chebyshev

Dado que la lista L no contiene elementos repetidos tenemos que:

n n—1 1
PI’(X,’ = 1) = [2—‘ = 2 n+ =

S
2-n

S
N | =

De esto se deduce que:
E(Xi) =

Var(X;) =
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Utilizando la desigualdad de Chebyshev

Por lo tanto tenemos que:

E(Y1) = E(ZX:')
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Utilizando la desigualdad de Chebyshev

Para i,j € {1,..., [n%}} tal que i # j se tiene que X; es independiente de X;
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Utilizando la desigualdad de Chebyshev

Para i,j € {1,..., [n%}} tal que i # j se tiene que X; es independiente de X;

Concluimos entonces que:

Var(Y1) = Var(ZXi)
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Utilizando la desigualdad de Chebyshev

Tenemos que:

Pr(Y1 < L%-n%—néj) < Pr(Y1<%-n%—n%)
< PrYi < % [n?] = n)
< P(Vi<[ni] G+ 5)—nb)
= Pr(Yy < E(V4) — n?)
= Pr(n? < E(Y1) — Y1)
< Pr(|Yi — E(V1)| > n?)
< Pr(lY1 —EY1)| > n%)
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Utilizando la desigualdad de Chebyshev

Por lo tanto, utilizando la desigualdad de Chebyshev concluimos que:

Pr(Y; < L% nf —n}))

[1C2283 — Algoritmos aleatorizados

<

<

IA

IA

IA

IA

Pr(|Y: — E(Y1)| > n2)

Var(Y1)
n
1 [nf]
4 n
3
1 ni+
4 n
1 2.
4 n
L
2

3

B
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Utilizando nuevamente la desigualdad de Chebyshev

L ema

D=

PAYs < [ni] — [% A BT £
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Utilizando nuevamente la desigualdad de Chebyshev

L ema

FNT

PAYs < [ni] — [% A BT £

Demostracion. En este caso tenemos que:

Hlw

-nN* —n

Pr(Ys < [ni] — (% i) < PHYa<ni4l-

N
N~
N

1
= Pr(YQSE-n%—n2 + 1)

=
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Utilizando nuevamente la desigualdad de Chebyshev

: : : 3 ..
Al igual que en el caso anterior, para cada i € {1,...,[n4]}, definimos una
variable aleatoria Z; de la siguiente forma:

7 {1 R[] > m
0 R[i]<m
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Utilizando nuevamente la desigualdad de Chebyshev

. : : 3 -
Al igual que en el caso anterior, para cada i € {1,...,[n4]}, definimos una

variable aleatoria Z; de la siguiente forma:

7 {1 R[] > m
0 R[i]<m

Tenemos que:
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Utilizando nuevamente la desigualdad de Chebyshev

Como L no contiene elementos repetidos nuevamente obtenemos:

Pr(Z = 1) = (51 = 2

NS
2-n
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Utilizando nuevamente la desigualdad de Chebyshev

Como L no contiene elementos repetidos nuevamente obtenemos:

Pr(Z =1) = (1.

1
2 —
n +2-n

N| —

Por lo que como en el caso anterior concluimos que:

1
E(Z,) —_— —+ —2 T
1
2

Var(Z,-) =

BRI,

I
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Utilizando nuevamente la desigualdad de Chebyshev

Por lo tanto deducimos que:

E(Y2) = [ni]- (% T ﬁ)
Var(Yz) = [n#]- (% 4 -1n2>
< 00t
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Utilizando nuevamente la desigualdad de Chebyshev

Finalmente tenemos que:

Pr(Ya < [nf] =[5 nf + b))

[1C2283 — Algoritmos aleatorizados

IA

IA

IA

Pr(Y: < .ni — n? +1)

NI —F DN~

Pr(Ya < = - [n3] —nZ +1)
3 1 1 1
Pr(Yz <[ni]-(5+ 5 ) —n2+1)
Pr(Ys < E(Ys) — n? +1)
1
Pr(n2 —1< E(Yz) — Yz)

1 1 1
Pr(n2 — (1 — ﬁ) -n2 < E(Y2) — Y2)

Pr(\/g < E(Yz) — Y2)
Pr(lY2 — E(V3)] > \@)

133 / 150



Utilizando nuevamente la desigualdad de Chebyshev

Por lo tanto, utilizando la desigualdad de Chebyshev concluimos que:

Pr(Ya < [n#] — [5 - +n}))

[1C2283 — Algoritmos aleatorizados

<

IA

VA

IA

Pr(]Y — E(Y2)| > \/g)

Var( Yz)

n

— NI
3

Alw
1

NS

N
S
EN[oN)

AR DR

NS

S
=
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