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Problema 1: Problema de la mochila fraccionario

En el problema de la mochila se tienen como input n objetos, cada uno con peso w; y valor v;, ademas
de una capacidad méaxima C'. La versién fraccionaria del problema consiste en encontrar valores 0 < f; <1,
tales que maximicen:

§ f’L Uy,
i

sujeto a que:

Z Ji-wi <C.
i
Describa y analice un algoritmo eficiente que resuelva este problema.

Idea de solucién Algoritmo greedy. Se ordenan los items por v; /w; decreciente, y luego se agregan en ese
orden a la mochila hasta completar la capacidad, o bien hasta agregar todos los objetos.
function GREEDYKNAPSACK(C, W, ¥)
Ordenar items por v/w decreciente
F«0
R+ C
for i =1..n do
if w; < R then

Fli] +1
else
R+ 0 > También se puede retornar F directamente
end if
end for
return F'

end function

Para demostrar la optimalidad de la solucién se debe justificar que existe una solucién éptima que utiliza
la mayor fraccion posible del primer objeto, por induccién en la cantidad de objetos. Si solo hay un objeto,
y no se utiliza la mayor fraccién posible entonces la mochila tiene capacidad disponible, generando una
contradiccién.

Si se tienen n + 1 objetos, y hay una solucién éptima que no utiliza la mayor fracciéon posible del primer
objeto, entonces se considera si la mochila tiene capacidad disponible. Si tiene capacidad disponible, entonces
la solucién no es 6ptima. Si no tiene capacidad disponible, y no se estd utilizando la mayor fraccién posible del
primer objeto, entonces existe algin objeto j > 0, con f; > 0, y por lo tanto se puede reducir f;, y aumentar
f1 para obtener otra solucién con igual peso, pero con valor mayor o igual. Como la tltima solucién utiliza
una fracciéon mayor del primer objeto, se puede repetir el procedimiento hasta que la fraccién utilizada del



primer objeto sea la mayor posible. Al cumplir esto, se utiliza la hipétesis de induccién considerando los
objetos desde el segundo.

Problema 2: Vueltos con tres tipos de monedas

Parte 1 Describa y analice un algoritmo greedy que dada una cantidad ilimitada de monedas con denomi-
naciones {1, 2, k}, para algin k > 2, permita dar un vuelto de valor C' utilizando la menor cantidad posible
de monedas.

Idea de solucién Algoritmo greedy. Si denominamos ni, ng, ny a la cantidad de monedas con denominacién
1,2, k, entonces la solucion se obtiene al resolver:

C=k-np+r

r=2-ng+n

donde 0 <r <k, y0<mn; <2

La optimalidad se justifica en dos partes. Primero, se considera la solucién greedy con denominaciones
{1,2}, donde se demuestra que es Gptima por que si hay mds de dos monedas de 1, entonces se pueden
cambiar dos por una de 2, y obtener otra solucién que utilice menos monedas.

En el caso general, se considera alguna solucién S = (n},n5,n},) donde nj < 2, y se muestra que si la
solucién greedy es G = (n1, na, ny), entonces ny + ng + ng < nf + nhH + nj.

Si S = G, entonces el resultado es trivial. Si son distintas, pero en ambos casos n; < 2, entonces se tiene
que 2n% + nj > k, por lo que hay tres casos:

- / me S o
» Sik = 2p es par, entonces ng > p, y se pueden cambiar L?J - p monedas con denominacién 2, por \_7J
monedas de denominacién k, obteniendo la solucién greedy con una cantidad menor de monedas.

» Si k=2p+1esimpar, y nj =1, entonces nuevamente n), > p, y se pueden cambiar p monedas de
denominacién 2 y una de denominacién 1, por una moneda de k, obteniendo otra solucién que tiene
menos monedas en total, pero que utiliza mas monedas de denominacion k.

» Sik=2p+1yn] =0, entonces ny, > p+ 1, por lo que se pueden intercambiar p + 1 monedas con
denominacién 2, por una de denominacién 1 mas una de denominacién k, obteniendo otra solucién,
con a lo més la misma cantidad de monedas, pero con méas monedas de denominacién k.

En el primer caso se obtiene la soluciéon greedy directamente, y en los otros se puede repetir el procedi-
miento segun el caso que corresponda, hasta obtener la solucién greedy, sin aumentar la cantidad total de
monedas. Finalmente, como esto funciona para cualquier solucién S con nj < 2, entonces se obtiene que la
solucién greedy es 6ptima.

Parte 2 Muestre que existen enteros ¢y d tales que si las denominaciones son {1, ¢, d}, entonces el algoritmo
anterior no entrega la solucién éptima.

Solucién Con {1,4,5}, el algoritmo greedy utiliza 4 monedas para dar un vuelto de valor 8, cuando el
optimo son 2.

Parte 3 Demuestre que sid =¢g-c+7r,conqg >0y 0 <7 < ¢ yademis 0 < r < ¢ — ¢, entonces el
algoritmo greedy no genera la solucion 6ptima.



Idea de solucion Se considera T'= c+ d — 1. Para ese valor, el algoritmo greedy genera la solucién:
n=c—1,n.=0,ng =1,
con ¢ monedas, mientras que también existe la solucién:
n=0n.=q+1,ng=c—1,

que utiliza ¢ + r monedas. Luego, si r < ¢ — ¢, entonces ¢ < r 4+ g y la solucién greedy no es éptima.

Parte 4 Describa y analice un algoritmo que permita dar un vuelto 6ptimo, para valores ¢, d arbitrarios,
en tiempo O(C).

Idea de solucion Por programacion dindmica. Se define la cantidad minima de monedas como:

0 <0
N(C)=<0 Cc=0
1+ min{N(C —-1),N(C—-¢),N(C—-d)} C>0

que luego se calcula de forma bottom-up por programacién dindmica. En este caso, la subestructura éptima
se obtiene por que una solucién que incluye una moneda de denominacién m debe incluir una solucién 6ptima
para C' — m, por que de lo contrario se podrian intercambiar las soluciones, y obtener otra solucién con una
menor cantidad de monedas. Las cantidades de monedas de cada tipo se pueden obtener modificando el
algoritmo.

Problema 3: Arbol de cobertura minimo alternativo

Parte 1 Demuestre la siguiente propiedad: Dado un ciclo en un grafo, donde e es el arco de mayor peso
del ciclo, entonces existe un MST que no contiene e.

Idea de solucion Dado un MST que incluye el arco e, entonces al eliminarlo se desconecta el arbol, y
se obtienen dos componentes. Luego se consideran los otros arcos del ciclo.Entre estos debe existir alguno
con un extremo en cada componente, con peso menor o igual a e, y por lo tanto al agregarlo a las dos
componentes obtenidas antes, se obtiene un arbol de cobertura. Como ese arco tiene peso menor o igual al
de e, entonces el arbol obtenido es un arbol de cobertura con peso menor o igual al original, pero que no
incluye al arco e.

Parte 2 Demuestre que el siguiente algoritmo es correcto:
function MST(G = (V, E))
Ordenar los arcos por peso, en orden decreciente
for cada arco e € F do
if e es parte de un ciclo then
Remover e del grafo
end if
end for
return G
end function

Idea de soluciéon Por induccién en la cantidad de ciclos. Si el grafo no tiene ciclos, entonces el algoritmo
funciona trivialmente.

Si el grafo tiene n+ 1 ciclos, entonces al encontrar y eliminar el primer arco que pertenezca a un ciclo, se
obtiene un grafo con menos de n + 1 ciclos (no necesariamente son n), en el cual el algoritmo funciona por
hipdtesis de induccién.



Parte 3 En cada iteracion el algoritmo debe revisar si existe un ciclo que contenga un arco especifico.
Describa un algoritmo de tiempo lineal para este problema, justificando su correccién.

Idea de solucién Eliminar el arco, y buscar un nodo desde el otro (por ejemplo con DFS).
Parte 4 Analice el tiempo de ejecucién del algoritmo de la parte 2.

Idea de solucién La biisqueda es de tiempo O(|V|+ |E]), y se debe realizar por cada arco, por lo tanto
el algoritmo funciona en tiempo O(|E|(|V|+ |E])).

Problema 4: Puntos de articulacion

Decimos que un grafo dirigido P es una palmera si sus arcos se pueden dividir en dos conjuntos disjuntos,
denotados por v — w y v --+ w, tales que:

= El subgrafo T obtenido con los arcos v — w es un arbol de cobertura de P,

. * — . . *
» Los arcos --» son un subconjunto de (—)~!, es decir si a --+ b, entonces b — a

Parte 1 Demuestre que el grafo dirigido generado al aplicar DFS en un grafo no dirigido conexo es una
palmera.
Para esto, considere la siguiente versién de DFS:
INTEGER ¢
function DFS(v, u) > El nodo u es el padre de v en el 4rbol de cobertura
141+1
NUMBER(v) < i
for w en la lista de adyacencia de v do
if w no tiene nimero then
Agregar arcov — w a P
DFS(w,v)
else if NUMBER(w) < NUMBER(v) y w # u then
Agregar arcov --» w a P
end if
end for
end function
140
DFS(s,0)

Referencia Este problema estd basado en el algoritmo para componentes biconexas descrito en [I], el cual
estd disponible en http://citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/summary?doi=10.1.1.327.8418|
La parte 1 corresponde al teorema 1.

Un grafo G = (V, E) se dice biconexo si para cualquier triple de nodos v,w,a en V, existe un camino
entre v y w que no pasa por a. Adicionalmente, decimos que un nodo p es un punto de articulacion si existen
nodos s,t tales que todo camino entre s y t pasa por p.

Luego, definimos una relacién de equivalencia en el conjunto de arcos, donde dos arcos son equivalentes
ssi pertenecen a algtn ciclo en comin, tras lo cual consideramos sus clases de equivalencia. Dada la clase F;,
definimos G; como el subgrafo G; = (V;, E;), donde V; son los vértices adyacentes a algiin arco de E;.


http://citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/summary?doi=10.1.1.327.8418

Parte 2 Demuestre las siguientes afirmaciones:

1.
2.

G; es biconexo para todo 1.
No existe ningin subgrafo biconexo de G, que tenga algiin GG; como subgrafo propio.

Cada punto de articulacién aparece més de una vez entre los V;, y cada punto que no es de articulacion
aparece exactamente una vez.

El conjunto V; NV} contiene a lo mds un punto para ¢ # j. Tal punto es un punto de articulacion.

Solucién Esta parte corresponde al lema 3 de la referencia, pero no estan las demostraciones:

= Por definicién. Dados tres nodos del subgrafo, u, a, w, entonces hay dos casos: ningin camino entre u y

w pasa por a, o existe un camino por ese nodo. Si existe el camino, entonces se consideran los dos arcos
en torno a, los que son equivalentes, y por lo tanto parte de un ciclo. Luego, se pueden reemplazar
ambos arcos por el resto del camino, obteniendo otro camino entre v y w que no pasa por a.

Por contradiccién. Si existe un grafo G biconexo, tal que GG; sea un subgrafo propio de G, entonces
debe existir algin arco entre un nodo a de G; y un nodo v de G\G;. Como G; se construyé desde una
clase de equivalencia de arcos, entonces debe existir algiin nodo w € G; conectado con a. Luego, como
G es biconexo, existe un camino entre v y w que no pasa por a, y por lo tanto, los arcos v,a y a,w
pertenecen a un ciclo comun, lo que genera una contradiccién, por que v € Gj;.

Si a es un punto de articulacién, entonces por definicién existen nodos v, w tales que todo camino entre
v y w pasa por a. Si consideramos los dos arcos en torno a a en alguno de esos caminos, estos no
pueden ser equivalentes, por que en ese caso se podria construir otro camino que no pasa por a. Luego,
ambos arcos pertenecen a clases de equivalencia distintas, entonces el nodo a pertenece a al menos dos
componentes.

Por otra parte, si un nodo a no es de articulacién, hay dos casos. El nodo tiene grado 1, en cuyo
caso solo pertenece a una componente, formada solo por ese arco, o el nodo tiene grado mayor a 1. Si
consideramos dos arcos adyacentes a a —(a,v) y (a, w)—, entonces estos deben ser equivalentes, por de
lo contrario seria un punto de articulacién al considerar los nodos v, w.

Si el conjunto V; N'V; contiene dos nodos distintos, entonces por cada uno hay al menos un arco hacia
Vi y otro hacia Vj. Si consideramos los dos pares de arcos, los dos arcos hacia V; son equivalentes,
y por lo tanto pertenecen a algtn ciclo comun, y de igual forma, los dos arcos hacia V; también son
equivalentes. Al considerar ambos, se puede construir un ciclo que cubre los 4 arcos, mostrando que son
equivalentes entre si, y obteniendo una contradiccién, por que estan en clases de equivalencia distintas.

El punto es de articulacion por que se consideran los arcos hacia cada componentes, y luego el tnico
camino entre esos nodos es a través de a.

Los subgrafos G; descritos antes se conocen como las componentes biconexas de G. Luego, si P es la
palmera obtenida al aplicar DFS en el grafo, y enumeramos los vértices en el orden en que se revisan,
entonces para cada vértice v definimos LOWPT(v) como:

LOWPT(v) = min{NUMBER(w)|w = v 6 v = - -—» w}

Parte 3 Demuestre que si G es un grafo no dirigido, P la palmera obtenida desde G al aplicar DFS, y T
el 4rbol de cobertura de P, entonces: Si p: v = w es un camino en G, entonces p contiene un punto que es
un antecesor de vy wen T.

Referencia Corresponde al lema 4.



Parte 4 Sea G un grafo no dirigido, P la palmera obtenida desde G al aplicar DFS, y T el arbol de
cobertura de P. Demuestre que si a,v,w son vértices distintos de G tales que (a,v) € T, y w no es un
descendiente de v en T', entonces si LOWPT(v) > a, entonces a es un punto de articulacién de G, y eliminarlo
desconecta v y w. Ademas, si a es un punto de articulacién, entonces existen vértices v y w que cumplen las
propiedades anteriores.

Referencia Corresponde al lema 5.

Parte 5 Demuestre que el siguiente algoritmo encuentra los puntos de articulacién de un grafo no dirigido:

INTEGER ¢
SET pts « 0
function ARTICULATIONPOINTS(G)
for cada vértice w de G do
if w no tiene nimero then
ARTICULATIONPOINTS(G, w, 0)
end if
end for
end function
function ARTICULATIONPOINTS(G, v, u)
1 1+1
NUMBER(v) ¢ @
for cada nodo w en la lista de adyacencia de v do
if w no tiene nimero then
ARTICULATIONPOINTS (G, w, v)
LOWPT(v) < min(LOWPT(v), LOWPTwW)
if LowpT(v) > NUMBER(v) then
pts + pts U {v}
end if
else if NUMBER(w) < NUMBER(v) and w # u then
LOWPT(v) < min(LOWPT(v), NUMBER(w))
end if
end for
end function

Solucion Corolario del teorema 8.
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