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. Demuestre que si una teoria tiene modelos finitos con dominios arbitrariamente grandes,
entonces tiene un modelo con dominio infinito.

. Sea ¥ una teoria sobre un vocabulario £. Demuestre que si ¥ es una teoria completa, entonces
existe una L-estructura 2 tal que ¥ = Th(%).

. Sean 2 y B estructuras sobre un vocabulario £. Demuestre que si 2 y 28 son elementalmente
equivalentes y 2l tiene dominio finito, entonces 2 & 5.

. Sea £ un vocabulario con un conjunto finito de simbolos y 2l una L-estructura con dominio
finito. Demuestre que Th(2() es una teorfa decidible.

. Sea y,...,2A; una lista de estructuras sobre un vocabulario £, y Th(2l,...,%d) el con-
junto de todas las L-oraciones ¢ tal que 2; = ¢ para cada i € {1,...,k}. Demuestre que
Th(2(y,...,2) es una teoria.

. Encuentre un vocabulario £ y L-estructuras Bi, Bo tal que Th(B1,%B2) no es una teoria
completa.

. Sea L = {0,1,s(-)}, y 2 una L-estructura con dominio N y que interpreta los simbolos de
L como la estructura 91. Demuestre que Th(2() admite eliminacién de cuantificadores, y que
existe un algoritmo que construye ¢°¢ a partir de (.

. Sea L = {s()}, y 2 una L-estructura con dominio N y que interpreta el simbolo de fun-
cién s como la estructura 9. En esta pregunta usted debe demostrar que Th(2() no admite
eliminacion de cuantificadores. De manera precisa, sea

o(r) = Jy(z=s(y)).

En esta pregunta usted debe demostrar que no existe una L-férmula ¢ (x) sin cuantificadores
tal que Th(2) | Vz (o(x) + ¥(z)).

. Sea ¥ un conjunto consistente de oraciones sobre un vocabulario £ (ndtese que ¥ puede ser
un conjunto infinito). Demuestre que si Th(X) es finitamente axiomatizable, entonces existe
un conjunto finito Xy tal que Xy C ¥ y Th(X) = Th(X).



10.

11.

12.
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Sea L = {<}, y R< una L-estructura con dominio R y que interpreta el simbolo < como la
estructura RR. Demuestre que Th(fR.) admite eliminacién de cuantificadores. En particular,
de un algoritmo que, dada una L-oracién ¢, construye ¢°¢.

Sea £ = {0,s(-)}, y 95 la estructura con dominio N y que interpreta los simbolos de £ como
la estructura 1. Ademads, sea PAR el conjunto de todos los ntimeros pares. En esta pregunta
usted debe demostrar que PAR no es definible en 91, vale decir, debe demostrar que no existe
una L-féormula ¢(x) tal que para todo n € N: n € PAR si y sélo si M, = p(n).

Primero es importante notar que el teorema de isomorfismo no puede ser utilizado directa-
mente para demostrar que PAR no es definible en 91, puesto que el tnico isomorfismo de 91
en M, es la identidad. Sin embargo, en clases demostramos que Th(91,) admite eliminacién
de cuantificadores, lo cual puede ser utilizado para demostrar que PAR no es definible en 91;.
De manera precisa, resuelva los siguientes problemas.

(a) Un subconjunto B de N se dice co-finito si B = (N~ C'), donde C' es un conjunto finito.
Demuestre que para toda £-férmula v (x) sin cuantificadores, el conjunto {n € N | 95
(n)} es finito o co-finito.

(b) Utilizando (a) y el hecho de que Th(M,) admite eliminacién de cuantificadores, demuestre
que PAR no es definible en 91, en légica de primer orden.

Sea £ = (). Ademds, para cada n > 2, sea A, la siguiente L-oracidn:
Ela:luEla:n< /\ sz’#%’)’
(4,5) : 1<i<j<n
y sea Ax = {\,, | n > 2}. Demuestre que Th(Ax) es una teorfa decidible.

Sea £ = {E}, donde E es un simbolo de predicado binario, y sea 2 una L-estructura con
dominio infinito y tal que E* = (). Demuestre que Th(2() es una teorfa decidible.



