Teorema de incompletitud de Godel

Theorem (Godel)
Th(N) es una teoria indecidible.
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Theorem (Godel)
Th(N) es una teoria indecidible.

Corolario
Th((N,+,-)) es una teoria indecidible.
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Teorema de incompletitud de Godel

Theorem (Godel)
Th(N) es una teoria indecidible.

Corolario
Th((N,+,-)) es una teoria indecidible.

Ejercicio

Demuestre el corolario.
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Una idea (moderna) de la demostracidn

Considere el problema:

U = {w €{0,1}* | existe una MT My w € A* tal que
w' = C(M)0000w y M se detiene con entrada w}

Sabemos que U es indecidible.
» Queremos reducir U a Th(N)

Vale decir, dada una MT M = (Q,{0,1}, qo, 9, F) y una entrada
w € {0,1}* para M, queremos construir una oracién ¢p ,, tal que:

M se detiene con entrada w siy sélo si pp , € Th(N)
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Primer ingrediente de la demostracion

Existe una cantidad infinita de nimeros n € N tales que
n = apoy - -+, donde:

>

11C2213 -

Cada «; representa a una configuracién de M con un nimero
finito de celdas seleccionadas

Para cada a; y o; se tiene que estos nimeros tienen el mismo
largo
> «; y «j representan entonces configuraciones con el mismo
nimero de celdas

o representa a la configuracién inicial de M (con w como
entrada)

aj1 debe ser la configuracién obtenida a partir de «; segtn la
funcién de transicién ¢
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Segundo ingrediente de la demostracién

Suponga que * es un simbolo reservado que no se menciona en Q.
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Segundo ingrediente de la demostracién

Suponga que * es un simbolo reservado que no se menciona en Q.

De un orden lineal arbitrario a {0,1,B} x (Q U {x}).
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Segundo ingrediente de la demostracién

Suponga que * es un simbolo reservado que no se menciona en Q.

De un orden lineal arbitrario a {0,1,B} x (Q U {x}).

Asigne a cada par (a,q) € {0,1,B} x (Q U {x*}) un nimero de la forma
14, donde /¢ es la posicién de (a, g) en el orden partiendo desde el 0.

» Agregue los simbolos O necesarios después del 1 inicial para que
todos los valores asignados tengan el mismo largo.

[1C2213 - Teorias 82 / 109



Segundo ingrediente de la demostracién

Ejemplo

Suponga que Q = {qo, g1, g2}, y suponga que el siguiente orden lineal es dado
a los pares en {0,1,B} x {qo, q1, g2, *}:

(07 *) < (17 *) < (B7 *) < (07 CIO) < (17 qo) < (Ba qO) <
(0,q1) < (1,q1) <(B,q1) < (0,92) < (1,q2) < (B, q)

Entonces los siguientes son los nimeros asignados a los pares:

[1C2213 — Teorias

(0, %)
(1, %)
(B, *)
(07 CIO)
(17 qo)
(Bv qo)

L E LD

100
101
102
103
104
105

(07 ql)
(17 CI1)
(B7 ql)
(07 q2)
(17 q2)
(B7 CI2)

L LD

106
107
108
109
110
111

83 / 109



Segundo ingrediente de la demostracién

Representamos cada celda de una configuracién con un par

» a es el contenido de la celda

» Si g = %, entonces la cabeza lectora no se encuentra en esta celda

» Si g € @, entonces la cabeza lectora se encuentra en esta celday M
estd en estado g
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Segundo ingrediente de la demostracién

11C2213

Representamos cada celda de una configuracién con un par

» a es el contenido de la celda

» Si g = %, entonces la cabeza lectora no se encuentra en esta celda

» Si g € @, entonces la cabeza lectora se encuentra en esta celday M
estd en estado g

Una configuracidn es representada entonces como la secuencia de
numeros asignados a los pares que representan sus celdas.
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Segundo ingrediente de la demostracién

Ejemplo

Suponga que se quiere representar una configuracién de M en la cual tenemos
el siguiente contenido en la cinta (omitiendo los otros valores B):

BO11B

Ademas, suponga que M se encuentra en estado g y que su cabeza lectora
estd en la celda con el primer simbolo 1 (de izquierda a derecha).

Estd configuracién de M es representada por la siguiente secuencia de pares:
(B7 *)(07 *)(17 Q2)(1, *)(Ba *)
Si asignamos nuimeros a los pares como en el ejemplo anterior, entonces el

siguiente niumero representa la configuracion descrita:

102100110101102
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Tercer ingrediente de la demostracion

Necesitamos una féormula que nos permitan extraer un bloque desde un
numero en una posicidon dada como parametro.

» Si un nimero n representa una secuencia de configuraciones, un
bloque de n es una configuracién

» Si un nimero m representa una configuracién, un bloque de m es
una celda
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Tercer ingrediente de la demostracion

11C2213

Necesitamos una féormula que nos permitan extraer un bloque desde un

numero en una posicidon dada como parametro.

Vamos a definir dos formula:

» Si un nimero n representa una secuencia de configuraciones, un
bloque de n es una configuracién

» Si un nimero m representa una configuracién, un bloque de m es

una celda

Spbloq(Xa)/7 Z)

@bloq_ind (X7 Y, Z, W)

Teorias

es cierta si x se puede dividir en y bloques
de largo z

es cierta si x se puede dividir en bloques
de largo y, y el z-ésimo de estos bloques
es w (contando desde 0 de izquierda a
derecha)
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La definicién de @pioq(X, v, 2)

Considere las siguientes féormulas auxiliares:

SOdiv(X,y,Z) — Elu(X:Z'Y‘i‘U/\OSu/\u<y)
meenos(X,y,Z) = x=y+z

Ademas suponga que la férmula @exp10(X, y) es verdad si y = 10*

> Esta férmula es definida de manera analoga a @exp(X, y)
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La definicién de @pioq(X, v, 2)

Utilizando las férmulas anteriores definimos la siguiente férmula:

Splargo(xa)/) = dzdudv (@menos(}@ ]-7 Z) A @explO(Za U) A
Pexp10(V, V) N u < XA X < V)

i Cual es la relacién entre x e y en este caso?

Definimos finalmente:

Spbloq(Xa)/aZ) — EIU(SplargO(XaU)/\U:)/'Z)
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La definicién de ©pioq.ind(X, ¥, z, w)

Utilizamos la funcién § de Godel y la férmula ¢moq definida anteriormente:
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La definicién de ©pioq.ind(X, ¥, z, w)

Utilizamos la funcién 8 de Godel y la férmula ¢pmoq definida anteriormente:

EIuEIEHiHalEIblHazEIbg[

Oblog(X, U, Y) N0 < Z Az < UN @exproly, ) N
Vi (SOmOd(Xaﬁa ul) — 905(317 b1, 0, ul)) A
\V/UQ (SpdiV(Xa 67 U2) — @5(32, b27 Oa U2)) A

Y us¥ usV usV ug ((O < uz A\ S(U3) < uN gpg(az, bo, us, U4) VAN
Pmod (Ua, £, Us) N pdiv(ua, £, us)) —

(ws(a1, b1, s(uz), us) A pp(az, ba, s(us), U6))) A

Omenos(U,S(2),1) N pgla1, b1, i, w)
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Un corolario de la demostracion

Corolario

Th(N) no es recursivamente enumerable.
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Un corolario de la demostracion

Corolario

Th(N) no es recursivamente enumerable.

Ejercicio
De una reduccién de U a Th(N).
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Una reformulacion del Teorema de incompletitud de Godel

Sea L=1{0,1,s,+,-, <}

Teorema (Godel)

Para cada conjunto de L-oraciones Y. que es consistente y decidible,
existe una L-oracion ¢ tal que:

peTh(MN) y Xy
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Una reformulacion del Teorema de incompletitud de Godel

Sea L=1{0,1,s,+,-, <}

Teorema (Godel)

Para cada conjunto de L-oraciones Y. que es consistente y decidible,
existe una L-oracion ¢ tal que:

peTh(MN) y Xy

Ejercicio

Demuestre que las dos formulaciones del teorema son equivalentes.
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Teorema de incompletitud de Godel: Un corolario

El teorema de isomorfismo no puede usarse directamente para
demostrar que la multiplicacién no es definible en (N, +)

» ;jPor qué?

Pero de los resultados anteriores obtenemos:

Corolario

La multiplicacién no es definible en (N, +)
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Teorema de incompletitud de Godel: Un corolario

El teorema de isomorfismo no puede usarse directamente para
demostrar que la multiplicacién no es definible en (N, +)

» ;jPor qué?

Pero de los resultados anteriores obtenemos:

Corolario

La multiplicacién no es definible en (N, +)

Ejercicio

Demuestre el corolario.
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Una caracterizacion de la aritmética

Vimos que la aritmética no puede ser axiomatizada en légica de
primer orden.

Pero |la aritmética puede ser caracterizada usando logicas mas
expresivas.

» Vamos a ver una axiomatizacion en légica de segundo orden

» Esta légica pierde alguna de las buenas propiedades de |la
|6gica de primer orden
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Légica de segundo orden

Las formulas de la légica de segundo orden se construyen usando:

» Conectivos logicos: =, V, A, =y &
» Paréntesis: (y )
» Relaciéon binaria =

» Variables de primer y segundo orden:

» Primer orden: x representa un elemento del dominio

» Segundo orden: R representa una relacion sobre el dominio

» Cuantificadores: V' y 4
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Légica de segundo orden: Ejemplo

Sea L el vocabulario vacio. La siguiente es una L-oracién en légica
de segundo orden:

IR [VXEIy R(x,y) N

VxVyVz (R(x,y) N R(x,z) =y =z) A
VxVyVz (R(y,x) AN R(z,x) =y =2z) A

JyVx =R(x, y)]
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Légica de segundo orden: Ejemplo

Sea L el vocabulario vacio. La siguiente es una L-oracién en légica
de segundo orden:

IR [VXEIy R(x,y) N

VxVyVz (R(x,y) N R(x,z) =y =z) A
VxVyVz (R(y,x) AN R(z,x) =y =2z) A

JyVx =R(x, y)]

i Qué propiedad define esta oracién?
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Sintaxis de la légica de segundo orden

Suponga dadas una lista infinita de variables de primer orden y una
lista infinita de variables de segundo orden.

» Cada variable de segundo orden tiene una aridad asociada

Sea £ un vocabulario.

» | a definicion de L-término no cambia
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Sintaxis de la légica de segundo orden (continuacion)

Definicién
El conjunto de L-formulas en Idgica de segundo orden se define
utilizando las reglas para primer orden junto con las reglas:

» Sity, ..., t, son L-términos y R es una variable de segundo
orden de aridad k, entonces R(t1,...,tx) es una L-férmula

» Si ¢ es una L-formula y R es una variable de segundo orden,
entonces (4R ) y (VR ) son L-férmulas
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Semantica de la légica de segundo orden

Sea £ un vocabulario.

» La definicidn de L-estructura no cambia
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Semantica de la légica de segundo orden

Sea £ un vocabulario.

» La definicidn de L-estructura no cambia

Dada una estructura 2 con dominio A, una asignacién ¢ es una funcién
tal que:

» Para cada variable de primer orden x: o(x) € A

» Para cada variable de segundo orden R de aridad k: o(R) C A*
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Semantica de la légica de segundo orden

Sea £ un vocabulario.

» La definicidn de L-estructura no cambia

Dada una estructura 2 con dominio A, una asignacién ¢ es una funcién
tal que:

» Para cada variable de primer orden x: o(x) € A

» Para cada variable de segundo orden R de aridad k: o(R) C A*

Dada una variable R de segundo orden de aridad k y C C A*:

C X=R

o{R/CI(X) = {U(X) A
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Semantica de la légica de segundo orden (continuacion)

Definicidn
(U, 0) = ¢ se define utilizando las de reglas de satisfaccion para
primer orden junto con las reglas:
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Semantica de la légica de segundo orden (continuacion)

Definicidn
(U, 0) = ¢ se define utilizando las de reglas de satisfaccion para
primer orden junto con las reglas:

» o = R(t1,...,tx), donde R es una variable de segundo
orden de aridad k, y (o(t1),...,0(tx)) € o(R)
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Semantica de la légica de segundo orden (continuacion)

Definicidn
(U, 0) = ¢ se define utilizando las de reglas de satisfaccion para
primer orden junto con las reglas:

» o = R(t1,...,tx), donde R es una variable de segundo
orden de aridad k, y (o(t1),...,0(tx)) € o(R)

» ¢ = (IR1)), donde R es una variable de segundo orden de
aridad k, y existe C C AX tal que (U, c[R/C]) = v
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Semantica de la légica de segundo orden (continuacion)

Definicidn
(U, 0) = ¢ se define utilizando las de reglas de satisfaccion para
primer orden junto con las reglas:

» o = R(t1,...,tx), donde R es una variable de segundo
orden de aridad k, y (o(t1),...,0(tx)) € o(R)

» ¢ = (IR1)), donde R es una variable de segundo orden de
aridad k, y existe C C AX tal que (U, c[R/C]) = v

» ¢ = (VR4)), donde R es una variable de segundo orden de
aridad k, y para todo C C A se tiene que (A, c[R/C]) = v
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Caracterizando )1 en logica de segundo orden

Sea L={0,1,s,+,-, <}

Vamos a construir un conjunto finito y consistente AP de
L-oraciones en légica de segundo orden tal que:

Si 2 = AP, entonces 2l = I

AP puede considerarse una axiomatizacion de la aritmética.
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Caracterizando )1 en logica de segundo orden

Los dos primeros axiomas de AP:

—dx (s(x) = 0)
VxVy (s(x) = s(y) = x = y)
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Caracterizando )1 en logica de segundo orden

Los dos primeros axiomas de AP:

~3x (s(x) = 0)

VxVy (s(x) = s(y) = x = y)

Si una estructura satisface AP, entonces tiene un dominio infinito.

» Al menos contiene los elementos 0, s(0), s(s(0)), ...,

> s(s(s(5(0) ) # s(s(s(-+-5(0) ++))) si i #

~~ ~~

I simbolos s Jj simbolos s
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Caracterizando )1 en logica de segundo orden

AP contiene un axioma de induccion:

VP [(P(O) AVx (P(x) — P(s(x)))) — VX P(x)]
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Caracterizando )1 en logica de segundo orden

AP contiene un axioma de induccion:

VP KP(O) AVx (P(x) — P(s(x)))) — VX P(x)]

Si 2 = AP, entonces 2 tiene como dominio A = {0, s(0), s(s(0)),
s(s(s(0))), ...}
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Caracterizando )1 en logica de segundo orden

AP contiene un axioma de induccion:

VP [(P(O) AVx (P(x) — P(s(x)))) — VX P(x)}

Si 2 = AP, entonces 2 tiene como dominio A = {0, s(0), s(s(0)),
s(s(s(0))), ...}

» Para demostrar esto considere el conjunto:

P = {acAlexiste k € N tal que a = s(s(s(---5(0)---)))}

N

k simbolos s
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Caracterizando )1 en logica de segundo orden

AP contiene axiomas que definen la suma:

Vx (x + 0 = x)
VxVy (x + s(y) = s(x + y))

[1C2213 - Teorias 103 / 109



Caracterizando )1 en logica de segundo orden

AP contiene axiomas que definen la suma:

Vx (x + 0 = x)
VxVy (x + s(y) = s(x + y))

AP contiene axiomas que definen la multiplicacién:

Vx(x-0=0)
Valy (x  s(y) = x -y + %)
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Caracterizando )1 en logica de segundo orden

Finalmente, AP contiene axiomas que definen los simbolos 1y <:

1 =s(0)
VxXVy(x <y 3Jz(z#0Ax+z=y))
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Caracterizando )1 en logica de segundo orden

Finalmente, AP contiene axiomas que definen los simbolos 1y <:

1 =s(0)
VxXVy(x <y 3Jz(z#0Ax+z=y))

Teorema (Dedekind)
Si A = AP, entonces 2 = N
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Caracterizando )1 en logica de segundo orden

Finalmente, AP contiene axiomas que definen los simbolos 1y <:

1 =s(0)
VxXVy(x <y 3Jz(z#0Ax+z=y))

Teorema (Dedekind)
Si A = AP, entonces 2 = N

Ejercicio

Demuestre el teorema.
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Teoremas de Godel y Dedekind: Un corolario fundamental

La nocidn de consecuencia légica se define para la légica de
segundo orden como para el caso de primer orden.
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Teoremas de Godel y Dedekind: Un corolario fundamental

La nocidn de consecuencia légica se define para la légica de
segundo orden como para el caso de primer orden.

La teoria de segundo orden de AP se define como:

Thso(AP) = {¢ | ¢ es una L-oracién en
|6gica de segundo orden y AP = ¢}
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Teoremas de Godel y Dedekind: Un corolario fundamental

La nocidn de consecuencia légica se define para la légica de
segundo orden como para el caso de primer orden.
La teoria de segundo orden de AP se define como:

Thso(AP) = {¢ | ¢ es una L-oracién en
|6gica de segundo orden y AP = ¢}

Proposicion

Para cada L-oracion o en Iogica de primer orden: o € Th(N) si y
sélo si ¢ € Thso(AP)
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Teoremas de Godel y Dedekind: Un corolario fundamental

Corolario

No puede existir un sistema de deduccion correcto y completo
(como el sistema de Hilbert) para la logica de segundo orden.
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Teoremas de Godel y Dedekind: Un corolario fundamental

Corolario

No puede existir un sistema de deduccion correcto y completo
(como el sistema de Hilbert) para la logica de segundo orden.

Demostracion: Si existiera este sistema, entonces Thgo(AP) seria
decidible.

» jPor qué?
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Teoremas de Godel y Dedekind: Un corolario fundamental

Corolario

No puede existir un sistema de deduccion correcto y completo
(como el sistema de Hilbert) para la logica de segundo orden.

Demostracion: Si existiera este sistema, entonces Thgo(AP) seria
decidible.

» jPor qué?

De la proposiciéon obtenemos que Th(91) es decidible.

» Obtenemos una contradicciéon ya que desde el teorema de
Godel sabemos que Th(1) es indecidible []
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Légica de segundo orden: Un segundo resultado negativo

No se puede demostrar que el teorema de compacidad es valido
para la légica de segundo orden como en el caso de primer orden.

» Por el corolario anterior
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Légica de segundo orden: Un segundo resultado negativo

No se puede demostrar que el teorema de compacidad es valido
para la légica de segundo orden como en el caso de primer orden.

» Por el corolario anterior

De hecho, es posible demostrar que el teorema de compacidad no
es valido para la l6gica de segundo orden.
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Légica de segundo orden: Un segundo resultado negativo

No se puede demostrar que el teorema de compacidad es valido
para la légica de segundo orden como en el caso de primer orden.

» Por el corolario anterior

De hecho, es posible demostrar que el teorema de compacidad no
es valido para la l6gica de segundo orden.

Proposicién
Existe un conjunto inconsistente de oraciones de segundo orden
sobre el vocabulario vacio que es finitamente satisfacible.
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Compacidad no es valido para segundo orden: Demostracién

Sea L el vocabulario vacio y ® la siguiente L-oracién:

VR [(VXEIy R(x,y) A
VxVyVz (R(x,y) AN R(x,z) =y =z) A

VxVyVz (R(y,x) N R(z,x) — y = Z)) — Vy3dx R(x, y)
Ademas, para cada n > 2, sea )\, la siguiente L-oracidn:

Elxl---ﬂxn< /\ X,-;éxj)

1<i<j<n
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Compacidad no es vélido para segundo orden: Demostracién

Sea L ={d}U{\, | n>2}
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Compacidad no es valido para segundo orden: Demostracién

Sea L ={d}U{\, | n>2}

Se tiene que X es inconsistente.

» jPor qué?
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Compacidad no es valido para segundo orden: Demostracién

Sea L ={d}U{\, | n>2}

Se tiene que X es inconsistente.

» jPor qué?

Ademads, se tiene que X es finitamente satisfacible.

» jPor qué?
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