Teorias axiomatizables: Una definicion mas general

Recuerde que un conjunto de oraciones [ sobre un vocabulario £ es decidible si
existe un algoritmo que, dada una L-oracién ¢, verifica si o € [

» Vale decir, si [ es decidible cuando es considerado como un lenguaje

Sea Y una teoria sobre L.
Definicion

> es recursivamente axiomatizable si existe un conjunto consistente y decidible
Ax de L-oraciones tal que ¥ = Th(Ax)
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Teorias recursivamente axiomatizables: Una propiedad
fundamental

11C2213

Cada teoria finitamente axiomatizable es una teoria recursivamente
axiomatizable.

» ;Por qué son interesantes las teorias recursivamente axiomatizables?

Teorema

Si una teoria es recursivamente axiomatizable y completa (categdrica),
entonces es decidible

Ejercicio

Demuestre el teorema.
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Teorias axiomatizables: Una definicion aun mas general

Sea Y una teoria sobre un vocabulario L.
Definicidon

Y. es axiomatizable si existe un conjunto consistente y
recursivamente enumerable Ax de L-oraciones tal que ¥ = Th(Ax)
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Teorias axiomatizables: Una propiedad fundamental

Teorema

Si una teoria es axiomatizable y completa (categdrica), entonces es
decidible

Ejercicio

Demuestre el teorema.
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Pregunta pendiente: jEs Th(I1) decidible?

Hemos desarrollado algunas técnicas para demostrar que una teoria
es decidible.

» Ya mencionamos que Th(1) no admite eliminacién de
cuantificadores

Un posible enfoque para demostrar que Th(91) es dedicible:

Demostrar que Th(91) es axiomatizable

i Funciona este enfoque?

Vamos a mostrar que no ...
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Funciones recursivas en Th(I1)

Sea £L=1{0,1,s,+,-,<}

Queremos mostrar que cualquier funcién recursiva f : N¥ — N es definible
en 1.

> Vale decir, existe una L-férmula o¢(xi, ..., Xk, y) tal que para todo
ai,...,ak, b €N: f(a1,...,ak) = b siysdlosi N pr(a,...,ak, b)

Algunos ejemplos de funciones recursivas que sabemos como definir:

Suma x+0 = x
x+s(y) = s(x+y)
C o x-0 = 0
Multiplicaciéon
P x-s(y) = (x-y)+x
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Una formalizacion de la nocion de funcidn recursiva

Podemos generalizar las definiciones de la suma y la multiplicacidn.

Suponga que k >0, g :N¥ - Ny h: N2 5 N

» Ademds, suponga que g y h son funciones que ya han sido
definidas

Definimos f : N¥*1 — N recursivamente a partir de g y h:

f(x1,-..xk,0) = g(x1,.-.,Xk)
f(x1, .., Xk,s(y)) = h(xt,....xx, ¥, F(x1,. -, Xk, ¥))
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La funcidon exponencial

Utilizamos la idea anterior para definir la funcién exponencial:

20 = 1
s(y) — 92.o¥

i Como podemos definir la funcién exponencial en 917

» Vamos a utilizar la funcién 5 de Godel para definir la funcién
exponencial

» La funcién beta de Godel nos va a permitir codificar cualquier
funcién recursiva en 1
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La funcién 5 de Godel

Definicién (Funcién 3 de Godel)
Dados a, b, i € N:
B(a,b,i) = amod|[b(i+ 1)+ 1]

Por ejemplo:

B8(32,7,2) = 32 mod [7(2+ 1) + 1]
— 32 mod 22
= 10
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Una propiedad fundamental de la funcion 5 de Godel

. ema

Para cada secuencia ry, i, ..

naturales a, b tales que:

Ejemplo

para cada i € {0,...,n}: B(a,b,i)=r

., In de ndmeros naturales, existen numeros

Para la secuencia n =2, n = 6, n = 3 tenemos que:

Vale decir, a = 1.651.320.463.326 y b = 720 en este caso.

[1C2213 — Teorias

5B(1.651.320.463.326, 720, 0)
5B(1.651.320.463.326, 720, 1)
5B(1.651.320.463.326, 720, 2)
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| a demostracion del lemma

Considere una secuencia ry, i, ..., I, de nidmeros naturales.
Defina b = max{n, ro, r1,...,rn}!
» Tenemos que n< by r; < bparacadaic€ {0,...,n}
» Ademads, para cada 0 < k < n tenemos que k|b
Defina m; = b(i +1) +1

Vamos a demostrar que para cada 0 </ < j < n, se tiene que m; y m;
son primos relativos.

> Vale decir, MCD(m;, mj) =1

Por contradiccién, suponga que p es un primo tal que p|m; y p|m;
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| a demostracion del lemma

Tenemos entonces que p|(m; — m;), vale decir, p|b(j — i)

» Por lo tanto p|b o p|(j — i)

Si p divide a b, entonces se tiene que p|(m; — b(i + 1)) dado que p|m,;

» Concluimos que p|1, lo cual es una contradiccién

Tenemos entonces que p|(j — /)

Dado que 0 < j — i < n, tenemos que (j — i)|b

» Concluimos entonces que p|b ya que p|(j — i), lo cual nuevamente
nos lleva a una contradiccion
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| a demostracion del lemma

Para terminar con la demostracidon usamos el teorema chino del resto.
Dado que MCD(m;, mj) =1 para cada 0 </ < j < n, existe un nimero a

tal que:

paracada i € {0,...,n}: a=r;, mod m;

Puesto que para cada i € {0,...,n} se tiene que r; < b < m;,
concluimos que a mod m; = r;

Por lo tanto, tenemos que ((a, b,i) = r; para cada i € {0,...,n} n
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La funcién 5 de Godel en logica de primer orden

Sea Ymod(X, Y, z) una férmula definida de la siguiente forma:
@mod(xv)/?Z) — HU(X: u-y—|—z/\0 SZ/\Z<)/),

donde 0 < z es una abreviacién de (0 =zV 0 < z)
i Qué representa z en Ymod(X, Yy, z)?

La funcién 5 de Godel entonces es definida en légica de primer orden de
la siguiente forma:

0s(X,y,Z,Ww) = Omod(X,y - (z+1)+1,w)
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Definiendo la funcidon exponencial

Queremos definir una férmula pesp(y, z) tal que:

N E exp(a, b) siysdlosi b=2°

Dada la definicidén recursiva de la funcién exponencial, nos gustaria definir
©exp(y, z) como la siguiente expresién:

Jug3uy - - - Juy [uozl/\Vv((Og VAV < Y)— U1 :2-uv) /\z:uy]

Pero ésta no es una férmula en légica de primer orden

» Dado que el nimero de variables en ella depende del valor de y
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Definiendo la funcidon exponencial

La funcién 8 de Godel puede ser usada para solucionar el problema mencionado
en la transparencia anterior.

La funcidon @exp(y, z) se define de la siguiente forma:
Jadb [gpg(a, b,0,1) A
Vva((O <vAv<yAypglab,v,w)) — ¢s(a,b,s(v),2- W)) A
pp(a, by, Z)] ,

donde 2 es una abreviacién de (1 + 1)
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Generalizando la construccion

Considere una funcién f : N1 s N definida recursivamente:

f(xt,...x,0) = g(x1,...,xk)
f(Xla“'vXkaS(.y)) — h(Xl,...,Xk,y,f(Xl,...,Xk,y))

Queremos utilizar la funcién 8 de Godel para construir una férmula ¢r

que defina f

» Suponemos que las funciones g y h son definidas por las férmulas
©g Y Phn, respectivamente
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Generalizando la construccion

La funcién of(x1, ..., xk, y, z) se define de la siguiente forma:

Haﬂb[Vu (gpg(xl, ce oy Xk, U) — pg(a, b, 0, u)) A

VvV wiVw, ((O <vAv<<yAopgla, b v,w) A
Sph(xh ooy Xky Vy, WL W2)) — 905(37 b, S(V)a W2)> A

905(37 b7y7 Z)]
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