Teorias decidibles

Definicion
Una teoria X sobre un vocabulario L es decidible si existe un algoritmo que,
dada una L-oracion o, verifica si ¢ € X..

Ejercicio
Sea Ord< el siguiente conjunto de axiomas sobre el vocabulario £ = {<},
para una constante k > 1:

Vx =(x < x)
VXVyWWz (x < y ANy <z — x < 2)
VXVy (x < yVy < xVx=y)

Vxq - - -\V/Xk\V/X;H_l ( \/ Xj — XJ)

(i,j) : 1<i<j<k+1

Demuestre que Th(Ord<) es decidible.
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Teorias decidibles

Th(Ord<k) es una teoria decidible.

» Las estructuras que satisface Th(Ord<,) tienen a los mds k
elementos

;Son Th() y Th(®R) teorias decidibles?

» jQué herramientas podemos usar para responder este tipo de
preguntas?

Veamos primero una herramienta para demostrar decibilidad:
Eliminacién de cuantificadores
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Eliminacion de cuantificadores

Sea Y una teoria sobre un vocabulario L.

Definicidon
Y admite eliminacion de cuantificadores si para cada L-formula
p
©(x1,...,Xk), existe una L-formula ©*¢ sin cuantificadores tal que:

Y VxyeVxe (o(xa, .- xk) 9 ©%(xa, .-, Xk))

Nota

Si ¢ es una oracidn, entonces ¢ es T (una tautologia) o | (una
contradiccién).
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Eliminacion de cuantificadores

Ejemplo
Sea £L=1{0,1,s,+,-, <}y ¢ la siguiente férmula:

o(x1,x2,x3) = Jy(xa-y-y+x-y+x=0)

Sobre Th(fR), los cuantificadores de ¢ pueden ser eliminados. Si:
©>(x1, x2,X3) = <(X1 X3+ x1-x3+X1-x3+Xx1x3) < X0 -X2> V

((X1'X3+X1'X3+X1'X3+X1'X3):Xz'X2>

se tiene que:

Th(fy{) ): VX1VX2\V/X3 ((,O(Xl, X2, X3) < gOSC(Xl, X2, X3))
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Eliminacion de cuantificadores

Teorema

Si una teoria admite eliminacion de cuantificadores, y existe un
algoritmo que construye p>¢ a partir de ©, entonces es decidible.

i Cdmo se demuestra este teorema?

> ;A qué teorias puede aplicarse?
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| a teoria de los numeros naturales con sucesor es decidible

Sea L =1{0,s(-)} y s la estructura de £ con dominio N y que
interpreta 0 y s como la estructura 1.

Teorema

Th(Ns) admite eliminacion de cuantificadores. Ademads, existe un
algoritmo que construye p>¢ a partir de .

Demostracion: La demostracion es por induccion en o.

> Si ¢ es una férmula atédmica, entonces ¢ = ¢

» Para los conectivos légicos la propiedad es simple de verificar
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| a teoria de los numeros naturales con sucesor es decidible

» Suponga que p(x1,...,Xxx) = Ay ¥(x1,...,Xk, ¥) Y que existe

féormula 1°¢(x1, ..., xk, y) sin cuantificadores tal que:

Th(mS) ’: VX]_”'VX/(V)/(w(X]_,...,Xk,_)/) A
wsc(xla'”axk).y))

Entonces tenemos que:

Th(‘ﬁs) |: VXl---VXk ((p(Xl,...,Xk) <
Elywsc(X:[,...,Xk,y))

y podemos construir ©*¢(xq,...,xx) desde ¥*(x1,..., Xk, )
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| a teoria de los numeros naturales con sucesor es decidible

Dado que dx (« V 3) es equivalente a (Ix ) V (Ix B), nos
concentramos en el caso:

V(X Xk, y) = (/\ tj = t,’) A < N i # t,/)
=1 i=m-+1

donde t; y t! son L-términos.

Sea u una variable o la constante 0. Entonces para j > 0:

y

| u Jj=20
s'(u) = q s(s(---s(u)--+)) j>0

\J simbolos s
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| a teoria de los numeros naturales con sucesor es decidible

Entonces de Th(91s) es consecuencia ldgica:
Vxq - VXg (go(xl, ey Xk) &

3y (/ni Pilu) = I A N 5P () () )

donde:
» Cada simbolo u; (y cada simbolo v;) es el simbolo 0 6 una de
las variables xq, ..., xk, y

» Siv; =y, entonces u; =y
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| a teoria de los numeros naturales con sucesor es decidible

Para construir ©°¢, primero generamos la férmula o*¢ desde
1°¢ considerando las férmulas de la forma sPi(u) = s%(u) o
sPi(u) # s%(u), donde u=y o u = 0:

» Si p; = q;, entonces sP(u) = s%(u) es reemplazado por T y
sPi(u) # s9(u) es reemplazado por L

» Si p; # q;, entonces sP(u) = s%(u) es reemplazado por L y
sPi(u) # s9(u) es reemplazado por T
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| a teoria de los numeros naturales con sucesor es decidible

Si y es la Unica variable libre en 1°¢, entonces ¢©°*¢ es generada
desde o*¢ de la siguiente forma:

1. Si al menos una férmula en a®¢ es |, entonces > = |

2. Si L no es mencionado en °, entonces:

2.1 Si & no menciona una férmula de la forma sPi(y) = s%(0),
entonces > = T

2.2 Si & menciona una férmula de la forma s”(y) = s%(0) con
pi > gi, entonces ¢ = |

2.3 Suponga que ninguno de los casos anteriores se cumple: o
menciona férmula s” (y) = s%(0) con p, < g-

©°° es obtenida eliminando primero el cuantificador dy y las
férmulas T desde o, para luego reemplazar y por s~ °(0)
en las férmulas restantes
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| a teoria de los numeros naturales con sucesor es decidible

Suponga ahora que y no es la tnica variable libre en /5.

Si alguna de las férmulas en o es L, entonces

k
O (X1, .., Xk) = (/\X,-#X,-)
=1

En caso contrario, 5°¢ es generada eliminando T desde o®, y
el proceso continua como es descrito a continuacion.
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| a teoria de los numeros naturales con sucesor es decidible

Suponga ahora que 3°° no menciona a ninguna férmula de la
forma sPi(y) = s9(v;).

» Pueden aparecer férmulas de la forma sPi(y) # s%(v;)

En este caso ¢°¢ es generado eliminando desde 3°¢ todos las
férmulas atdmicas que mencionan a la variable y.

» ;Por qué funciona bien esto?
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| a teoria de los numeros naturales con sucesor es decidible

Antes de continuar, veamos un ejemplo del dltimo paso. Sea
B°%¢(x1, X2, y) la férmula:

s(s(y)) 7 s(xa) As(y) # s(s(s(x2))) A
s(x1) = s(s(x2)) A s(x2) # s(0)

Para eliminar y desde 3°¢(x1, X2, y), son eliminadas las

formulas s(s(y)) # s(x1) y s(y) # s(s(s(x2))):

P> (x1,x2) = s(x1) = s(s(x2)) A s(x2) # s(0)
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| a teoria de los numeros naturales con sucesor es decidible

Dado que de Th(91s) es consecuencia ldgica:

Vx1 Vo (gp(xl,xQ) < Jy (s(s(y)) # s(x1) A

s(y) # s(s(s(x2))) A s(x1) = s(s(x2)) A s(x2) s(O)))

Se tiene que de Th(91s) es consecuencia légica:

Vx1 V0 (gp(xl,XQ) > (5(X1) = 5(s(x2)) A s(x2) # s(O)))
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| a teoria de los numeros naturales con sucesor es decidible

Para terminar, suponga que (3° menciona al menos una
férmula de la forma sPr(y) = s9(v,).

Para eliminar y desde 3°¢ se utiliza la igualdad
sPr(y) = s¥(v,).
» La férmula sPi(y) = s%(v;) es equivalente a:

GPiTPr (y) — SCIi—|-Pr(VI_)
por lo que usando s (y) = s%(v,), obtenemos que:

SPi+Qr(Vr) — SCIi+Pr ( Vi)
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| a teoria de los numeros naturales con sucesor es decidible

De manera precisa, sea v°¢ la férmula generada desde [3°¢
ejecutando los siguientes pasos:

» Se elimina sP (y) = s%(v,) desde (3¢

» Se reemplaza cada una de las restantes férmulas
Spl(y) — Sql(vl) por Spi‘l‘qr(vr) — Sqi+pr(vi)

» Se reemplaza cada férmula sPi(y) # s%(v;) por
Spi+qr(vr) # Sq,-H?r(VI)

Si p, = 0, entonces ©*“ = ~+*¢. Pero en caso contrario, hay que
agregar algo a +°“.
» jPor qué no basta con v*¢ si p, > 07
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| a teoria de los numeros naturales con sucesor es decidible

Finalmente, si p, > 0, se tiene que:

o= A (pr/\1 s (vr) # S'(O))

=0

En ambos casos, tenemos que:

Th(Ns) E Vxg---Vxe (o(x1, ...y xk) < > (x1, ..., Xk))
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| a teoria de los numeros naturales con sucesor es decidible

Para concluir, veamos un ejemplo del dltimo paso.

Sea B°(x1, x2, X3, xa, y) la férmula:

s(s(y)) = s(xa) A s(s(y)) = x2 A s(xe) = s(s(xa)) A
s(s(y)) 7 s(s(x3)) A s(xs) # s(s(0))

Para eliminar y desde 8°°(xi, x2, x3, xa, ¥), primero utilizamos la férmula

s(s(y)) = s(x):
s(s(s(x1))) = s(s(x2)) A s(x2) = s(s(xa)) A

s(s(s(x1))) 7 s(s(s(s(x3)))) A s(x3) 7 s(s(0))

y después agregamos la férmula:

s(x1) # 0 A s(x1) # s(0)
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| a teoria de los numeros naturales con sucesor es decidible

Dado que:
Th(NMs) E Vx1VxVx3Vxg (gp(xl,XQ,X3,X4) Y

Iy (s<s(y>) — 5() A s(s(y)) = x2 A
s(x2) = s(s(xs)) A s(s(y)) # s(s(x3)) A
s(x3) # s(s(o»))
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| a teoria de los numeros naturales con sucesor es decidible

Tenemos que:

Th(9s) E Vx1VxVx3Vxy (@(Xl,XQ,Xg,X4) Y

(S(S(S(Xl))) = s(s(x2)) A s(x2) = s(s(xa)) A
s(s(s(x1))) # s(s(s(s(x3)))) A s(x3) # s(s(0)) A
s(x1) Z0 A s(xy) # 5(0)))
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| a teoria de los numeros naturales con sucesor es decidible

Corolario
Th(Ns) es una teoria decidible.

i Qué otras teorias admiten eliminacién de cuantificadores?

» Vamos a ver que esta es una herramienta muy util para
decidir una teoria
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| 2 teoria de los nimeros reales es decidible

Recuerde que R = (R, 0%, 171 7 498 A

Teorema (Tarski)

Th(R) admite eliminacion de cuantificadores. Ademas, existe un
algoritmo que construye ©°¢ a partir de .

Corolario
Th(R) es una teoria decidible.
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| a teoria de los niumeros naturales con adicion es decidible

Sea L={0,1,s(-),+,<}y I, la estructura con dominio N y que
interpreta los simbolos de £ como la estructura 1.

Queremos demostrar que Th(1,) es decidible.

» jEs posible utilizar la técnica de eliminacién de cuantificadores en
este caso?

Th(91,) no admite eliminacién de cuantificadores.

» Por ejemplo, no es posible eliminar los cuantificadores de férmula
p(x)=Ty(x=y+y)

[1C2213 - Teorias 52 / 83



| a teoria de los niumeros naturales con adicion es decidible

Pero hay una posible solucién al problema.

» Extender £ con un conjunto de predicados que permita la
eliminacién de cuantificadores

Ejemplo
Sea =; un predicado definido como: n =, m es cierto si (n — m) es
divisible por 2.

> ny m son congruentes en médulo 2

Si agregamos =5 a L entonces es posible eliminar el cuantificador desde
p(x) =y (x=y+y).

> (x) es equivalente a (x =, 0)
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| a teoria de los niumeros naturales con adicion es decidible

Sea L= el vocabulario £ U {=«| k > 2}. Ademas, sea 9= una L=-estructura
tal que:

» N es el dominio de 1=
» los simbolos de L son interpretados en 9= como en la estructura 91,

» Para cada k > 2: (n, m) estd en la interpretacion de =, en = si y sélo si
(n — m) es divisible por k

Teorema (Presburger)

Th(MN=) admite eliminacién de cuantificadores. Ademas, existe un algoritmo
que construye > a partir de .
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| a teoria de los niumeros naturales con adicion es decidible

Corolario
Th(N=) es una teoria decidible.

Obtenemos el resultado que estabamos buscando:

Corolario
Th(t,) es una teoria decidible.
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; Dénde estamos?

Utilizando la técnica de eliminacidon de cuantificadores mostramos
que las siguientes teorias son decidibles:

» Th(Ms), Th(D4), Th(M=) y Th(R)

Todavia nos queda responder si Th(I1) es decidible.

» |La técnica de eliminacidn de cuantificadores no funciona en
este caso

» ; Qué otras técnicas pueden ser usadas para demostrar que
una teoria es decidible?
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Teorias finitamente axiomatizables

Sea Y una teoria sobre un vocabulario L.
Definicidon

> es finitamente axiomatizable si existe un conjunto finito y
consistente Ax de L-oraciones tal que ¥ = Th(Ax).

Ejemplo

Th(Gr) es una teoria finitamente axiomatizable.
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Teorias finitamente axiomatizables: Una propiedad fundamental

Demostramos que Th(Gr) no es una teoria completa.

» Existen entonces teorias finitamente axiomatizables que no son ni
completas ni categéricas

Pero estos conceptos estan relacionados:

Teorema

Si una teoria es finitamente axiomatizable y completa (categérica),
entonces es decidible.

Ejercicio

Demuestre el teorema.
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Teorias finitamente axiomatizables y completas: Ejemplo

Sea £ = {<} y OrdDen el siguiente conjunto de axiomas:

Vx =(x < x)
VxXVyWz(x <y ANy <z — x < z)
VxVy(x < yVx=yVy<x)
Vx3y (x < y)

Vx3y (y < x)

VxVy (x <y = dz(x < zAz<y))

Th(OrdDen) es la teoria de los ordenes lineales densos sin primer
ni dltimo elemento.

» (R, <)y (Q, <) son modelos de esta teoria
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Teorias finitamente axiomatizables y completas: Ejemplo

Proposicién

Th(OrdDen) es una teoria completa y finitamente axiomatizable.

Corolario
Th(OrdDen) es una teoria decidible.
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