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i Qué es una teoria?

Una teoria es un cimulo de informacidn.
» Debe estar libre de contradicciones

» Debe ser cerrada con respecto a lo que se puede deducir de
ella
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i Qué es una teoria?

Una teoria es un cimulo de informacidn.
» Debe estar libre de contradicciones

» Debe ser cerrada con respecto a lo que se puede deducir de
ella

Inicialmente vamos a modelar esta nocién en légica de primer
orden.

» También vamos a considerar I6gicas de mayor orden
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| a teoria de una estructura

Dada una estructura 2l sobre un vocabulario L, la teoria de £ se define
COMmo:

Th(2A) = {¢| ¢ es una L-oracién tal que A = p}
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| a teoria de una estructura

Dada una estructura 2l sobre un vocabulario L, la teoria de £ se define
COMmo:

Th(2A) = {¢| ¢ es una L-oracién tal que A = p}

Th(2() satisface los principios antes enunciados:

» Th(2l) es consistente: 2l = Th(2)

» Th(2l) es cerrada bajo deduccién: Si Th(2l) = ¢, entonces
@ € Th(2)
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La teoria de una estructura: Ejemplos

Recuerde que:

N = (N,0%, 1% % 4 A
(R, 0%, 1% % 4% A

=
I

Dos teorias fundamentales:
» Aritmética: Th(91)

» Teoria de los ndmeros reales: Th(R)
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La teoria generada a partir de un conjunto de axiomas

Ax: Conjunto de oraciones consistente sobre un vocabulario £

El conjunto de lo que se puede deducir a partir de Ax es definido como:

Th(Ax) = {¢ | ¢ es una L-oracién tal que Ax |= p}
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La teoria generada a partir de un conjunto de axiomas

Ax: Conjunto de oraciones consistente sobre un vocabulario £

El conjunto de lo que se puede deducir a partir de Ax es definido como:

Th(Ax) = {¢ | ¢ es una L-oracién tal que Ax |= p}

Th(Ax) satisface los principios antes enunciados:

» Th(Ax) es consistente: Si 2l = Ax, entonces 2 = Th(Ax)

» Th(2l) es cerrada bajo deduccién: Si Th(Ax) = ¢, entonces
¢ € Th(Ax)
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Teorias generadas a partir de axiomas: Ejemplos

Sea L = {e,o} y Gr el siguiente conjunto de axiomas:

VxVyVz(xo (yoz)=(xoy)oz)
Vx((x o e =x) A (eox=x))
VxJy((xoy =e)A(yox =e))

Teoria de grupos: Th(Gr)
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Teoria: Definicion formal

Dado: Conjunto 2 de oraciones sobre un vocabulario £
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Teoria: Definicion formal

Dado: Conjunto 2 de oraciones sobre un vocabulario £

Definicion
> es una teoria si:

(1) X es satisfacible

(2) X es cerrado bajo consecuencia légica: Si p es una L-oracion
tal que ¥ |= ¢, entonces ¢ € ¥
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Teoria: Definicion formal

Dado: Conjunto 2 de oraciones sobre un vocabulario £

Definicion
> es una teoria si:

(1) X es satisfacible

(2) X es cerrado bajo consecuencia légica: Si p es una L-oracion
tal que ¥ |= ¢, entonces ¢ € ¥

Ejemplo
Th(91), Th(R) y Th(Gr) son teorias.
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Teorias completas

Definicién
Una teoria 2 sobre un vocabulario L se dice completa si para cada
L-oracion o:

YEe o YXE-p
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Teorias completas

Definicién
Una teoria 2 sobre un vocabulario L se dice completa si para cada
L-oracion o:

YEe o YXE-p

Ejemplo
Th(91) y Th(®R) son teorias completas.
» jPor qué?
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La teoria de una estructura es siempre completa

Teorema

Th(2() es una teoria completa, para cualquier estructura .
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La teoria de una estructura es siempre completa

Teorema

Th(2() es una teoria completa, para cualquier estructura .

Ejercicio

Demuestre el teorema.
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Teorias no completas

Una teoria generada a partir de un conjunto de axiomas no es
necesariamente completa.

» jPor qué no funciona la demostracién para Th(2l) aqui?
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Teorias no completas

Una teoria generada a partir de un conjunto de axiomas no es
necesariamente completa.

» jPor qué no funciona la demostracién para Th(2l) aqui?

Proposicién

Th(Gr) no es una teoria completa.
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Teorias no completas

Una teoria generada a partir de un conjunto de axiomas no es
necesariamente completa.

» jPor qué no funciona la demostracién para Th(2l) aqui?

Proposicién

Th(Gr) no es una teoria completa.

Demostracion: Sea ¢ la oracién VxVy(x oy = y o x). Vamos a
demostrar que:

Th(Gr) = ¢ y Th(Gr) = =

i Qué nos dice esto?
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La teoria de grupos no es completa: Demostracion

Primero vamos a demostrar que Th(Gr) = —p.

» Es decir, vamos a construir un grupo conmutativo
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La teoria de grupos no es completa: Demostracion

Primero vamos a demostrar que Th(Gr) = —p.

» Es decir, vamos a construir un grupo conmutativo

Sea A = (Z, e, o) definido como:
> eQ[ p— O

» Paracada a,b€ Z: aoc® b=a~+b

Se tiene que /A = Th(Gr) y A = .
» Concluimos que Th(Gr) & —p
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La teoria de grupos no es completa: Demostracion

Ahora vamos a demostrar que Th(Gr) = ¢.

» Es decir, vamos a construir un grupo no conmutativo
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La teoria de grupos no es completa: Demostracion

Ahora vamos a demostrar que Th(Gr) = ¢.

» Es decir, vamos a construir un grupo no conmutativo

Sea B = (B, e*,0%) definido como:

> B es el conjunto de las funciones f : {1,2,3} — {1,2,3} que son
1-1

» % es la funcién identidad

» o® es interpretada como la composicién de funciones.

> (fio® £)(x) = A(f(x))
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La teoria de grupos no es completa: Demostracion

Ahora vamos a demostrar que Th(Gr) = ¢.

» Es decir, vamos a construir un grupo no conmutativo

Sea B = (B, e*,0%) definido como:

> B es el conjunto de las funciones f : {1,2,3} — {1,2,3} que son
1-1

» % es la funcién identidad

» o® es interpretada como la composicién de funciones.

> (fio® £)(x) = A(f(x))

i Cuantos elementos tiene B? jPor qué estd bien definido o®?
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La teoria de grupos no es completa: Demostracion

Tenemos que B = Th(Gr)
» Paracadaf€B: f ' e By (fo® f 1) =(f1oPf)=¢e"
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La teoria de grupos no es completa: Demostracion

Tenemos que B = Th(Gr)

» Paracadaf€B: f ' e By (fo® f 1) =(f1oPf)=¢e"

Pero 8 = ¢. Considere los siguientes elementos de B:

11C2213 - Teorias
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La teoria de grupos no es completa: Demostracion

Tenemos que B = Th(Gr)

» Paracadaf€B: f ' e By (fo® f 1) =(f1oPf)=¢e"

Pero 8 = ¢. Considere los siguientes elementos de B:

fi(1)
f(2)
h(3)

g(1)
g(2)
g(3)

2
3
1

2
1
3

f2(1)
f(2)
f(3)

h(1)
h(2)
h(3)

Se tiene que (R o® ) =gy (ho® fi)=h

» Concluimos que Th(Gr) £ ¢
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Teorias completas generadas a partir de axiomas

Ejercicio
(1) Construya un conjunto infinito Ax de axiomas tal que Th(Ax)
sea una teoria completa.

(2) Construya un conjunto finito Ax de axiomas tal que Th(Ax)
sea una teoria completa.
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Caracterizando las teorias completas

Definicién
Dos estructuras 21 y B sobre un vocabulario L son elementalmente
equivalentes si para toda L-oracion :

Ai=¢ siysolosi B E=p
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Caracterizando las teorias completas

Definicién
Dos estructuras 21 y B sobre un vocabulario L son elementalmente
equivalentes si para toda L-oracion :

Ai=¢ siysolosi B E=p

Ejercicio
Si dos estructuras son isomorfas entonces son elementalmente
equivalentes, pero lo opuesto no es cierto:

(1) Encuentre un vocabulario £y L-estructuras 2 y *B tales que
20 y B son elementalmente equivalentes y no isomorfas
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Caracterizando las teorias completas

La nocién de equivalencia elemental puede usarse para caracterizar
las teorias completas.
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Caracterizando las teorias completas

La nocién de equivalencia elemental puede usarse para caracterizar
las teorias completas.

Teorema

Una teoria 2. es completa si y solo si para cada par de estructuras
A v B que satisfacen X, U y B son elementalmente equivalentes.
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Caracterizando las teorias completas

La nocién de equivalencia elemental puede usarse para caracterizar
las teorias completas.

Teorema

Una teoria 2. es completa si y solo si para cada par de estructuras
A v B que satisfacen X, U y B son elementalmente equivalentes.

Ejercicio

Demuestre el teorema.
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Teorias categoricas

Una teoria completa define a sus modelos hasta equivalencia
elemental.

» ;Puede una teoria definir sus modelos de manera mas estricta?
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Teorias categoricas

Una teoria completa define a sus modelos hasta equivalencia
elemental.

» ;Puede una teoria definir sus modelos de manera mas estricta?

Definiciéon
Una teoria X es categorica si para cada par de estructuras 2l y 5
que satisfacen 2, U y *B son isomorfas.
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Teorias categoricas

Una teoria completa define a sus modelos hasta equivalencia
elemental.

» ;Puede una teoria definir sus modelos de manera mas estricta?

Definiciéon
Una teoria X es categorica si para cada par de estructuras 2l y 5
que satisfacen 2, U y *B son isomorfas.

Ejercicio
Construya un conjunto finito de axiomas Ax tal que Th(Ax) sea
una teoria categorica.
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Teorias completas y teorias categoricas

Teorema

Si X es una teoria categdrica, entonces Y. es una teoria completa.
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Teorias completas y teorias categoricas

Teorema

Si X es una teoria categdrica, entonces Y. es una teoria completa.

Ejercicio

Demuestre el teorema.
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Teorias completas y teorias categoricas

Teorema

Si X es una teoria categdrica, entonces Y. es una teoria completa.

Ejercicio

Demuestre el teorema.

Vamos a mostrar que la direccidn opuesta no es cierta.

» De hecho vamos a mostrar que no es cierta ni siquiera para el
caso de las teorias generadas a partir de una estructura
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Una teoria completa y no categorica

Proposicion

Th(N) no es una teoria categorica.
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Una teoria completa y no categorica

Proposicion

Th(N) no es una teoria categorica.

Demostracion: Vamos a construir una estructura O1"¢ tal que "¢
satisface Th(1) y no es isomorfo a ).

» )1"€ es llamado un modelo no estandar de la aritmética
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Una teoria completa y no categorica

Proposicion

Th(N) no es una teoria categorica.

Demostracion: Vamos a construir una estructura O1"¢ tal que "¢
satisface Th(1) y no es isomorfo a ).

» )1"€ es llamado un modelo no estandar de la aritmética

Sea L={0,1,s,+,. <}y L.=LU{c}

» L es el lenguaje estandar de la aritmética
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Th(1) no es categdrica: Demostracién

Sea:

O0<c
An = 14+14+---+1<c para todo n>1

>
S
|

n simbolos 1

Ademds, sea = = Th(91) U{A, | n > 0}
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Th(1) no es categdrica: Demostracién

Cada subconjunto finito [ de X es satisfacible.

Sea / = max({0fU{n| X, el})y:
2[ — <A70Ql71m75m7+2(7.2[7<m7cm>?

donde A =N, los simbolos 0, 1, s, 4+, - y < son interpretados
como en ), y cl=r+1

Se tiene que que A =T
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Th(1) no es categdrica: Demostracién

Por teorema de compacidad: Existe una L.-estructura B que satisface X
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Th(1) no es categdrica: Demostracién

Por teorema de compacidad: Existe una L.-estructura B que satisface X

Sea D" |a restriccidon de B a los simbolos de L.

[1C2213 - Teorias 22 /83



Th(1) no es categdrica: Demostracién

Por teorema de compacidad: Existe una L.-estructura B que satisface X
Sea D1"¢ la restriccion de B a los simbolos de L.

Tenemos que:
> " = Th(N)
> Iy N"° son elementalmente equivalentes

> Iy IN" no son isomorfos

> ;Como se demuestra esto?
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Th(1) no es categdrica: Demostracién

Por teorema de compacidad: Existe una L.-estructura B que satisface X
Sea D1"¢ la restriccion de B a los simbolos de L.

Tenemos que:
> " = Th(N)
> Iy N"° son elementalmente equivalentes

> Iy IN" no son isomorfos

> ;Como se demuestra esto?

Concluimos que Th(1) no es una teoria categérica.
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Paréntesis: j COmo es la estructura de 91"¢?

i Como podemos estudiar la estructura de 91"¢7?

» jConocemos las oraciones que son verdaderas en 91"¢!

Sean po(x) =Vy-(y < x)y

= Ix(po(x) AVy (¢oly) = x =y))
Psucesor — \V/X(X<X_|_1/\_'EIZ(X<Z/\Z<X—|—].))

@min_tinico

Como ) ): Pmin_anico /\ Psucesor, tENEMOS que Jne ’: @min_tnico /\ Psucesor
por lo que "¢ contiene lo siguiente:
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Paréntesis: j COmo es la estructura de 91"¢?

i Como podemos estudiar la estructura de 91"¢7?

» jConocemos las oraciones que son verdaderas en 91"¢!

Sean po(x) =Vy-(y < x)y

= Ix(po(x) AVy (¢oly) = x =y))
Psucesor — \V/X(X<X_|_1/\_'EIZ(X<Z/\Z<X—|—].))

@min_tinico

Como ) ): Pmin_anico /\ Psucesor, tENEMOS que Jne ’: @min_tnico /\ Psucesor
por lo que "¢ contiene lo siguiente:

® -0
0 1

Y
N @
\
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Paréntesis: j COmo es la estructura de 91"¢?

Sea:
Ppredecesor — Vx (_'SOO(X) — dy (y + 1= X))
Psuma_igual — VxVyVz (X TZ=Yt+TZ o X= )/)
Osuma_menor = VXVYWz(x+z<y+z—>x<y)

ne '
Como N ): ¥predecesor A Psuma_igual A\ ©Psuma_menor MN"¢ contiene lo
siguiente:

[1C2213 - Teorias 24 / 83



Paréntesis: j COmo es la estructura de 91"¢?

Sea:
Ppredecesor — Vx (_'SOO(X) — dy (y + 1= X))
Psuma_igual — VxVyVz (X TZ=Yt+TZ o X= )/)
Osuma_menor = VXVYWz(x+z<y+z—>x<y)

ne '
Como N ): ¥predecesor A Psuma_igual A\ ©Psuma_menor MN"¢ contiene lo

siguiente:
| ' ' @ ' -
— 2 c—1 c c+1 c+2
® ~@ ~@ -
0 1 2
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Paréntesis: j COmo es la estructura de 91"¢?

Sea:

Omenor.suma = VXVyVz(x <y = x+z<y-+2z)

Como M = ©Ymenor_suma, "€ contiene lo siguiente:
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Paréntesis: j COmo es la estructura de 91"¢?

Sea:

Omenor.suma = VXVyVz(x <y = x+z<y-+2z)

Como M = ©Ymenor_suma, "€ contiene lo siguiente:

' ' -@ - - -
c+c—2 c+c—1 c+c c+c+1 c+c+2
;. - >. - - -
— 2 c—1 c c+1 c+ 2
o = @ >
0 1 2
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Paréntesis: j COmo es la estructura de 91"¢?

Para k > 1, sea px(x) = (x=1+---+1), y ademds sean:

N

k simbolos 1

Pmute k= Ix(pr(x) = Vy(y+---+y=x"y))
k sfm?)rolos y
Otrans.menor = YXVYWz(x <y Ay <z)— x< 2z)
Cmenor.mult = VXVYVz((x <y A—pp(z)) > x-z<y-2z)
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Paréntesis: j COmo es la estructura de 91"¢?

Tenemos que:

N E Omultk para todo kK >1
N ): Ptrans_menor A Pmenor_mult
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Paréntesis: j COmo es la estructura de 91"¢?

Por lo tanto, 91"¢ contiene lo siguiente:

' ' ' -@ ' >
c-c—2 c-c—1 c-C c-c+1 c-c+2
c+c—2 c+c—1 c+ c c+c+1 c+c+2
. . @ - . .
c—2 c—1 c c+1 c+ 2
o ~@ - >
0 1 2
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