Dos nociones utiles

Decimos que una L-férmula ¢ es satisfacible si existe una L-estructura 2
y una asignacion o para 2 tal que (2, 0) = .

> Si ¢ es oracidn, entonces o es satisfacible si existe 2 tal que A = ¢
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Dos nociones utiles

11C2213

Decimos que una L-férmula ¢ es satisfacible si existe una L-estructura 2
y una asignacion o para 2 tal que (2, 0) = .

> Si ¢ es oracidn, entonces o es satisfacible si existe 2 tal que A = ¢

Decimos que una L-férmula ¢ es valida si para toda L-estructura 21 y
toda asignacion o para 2 se tiene que (A, 0) = .

» Si ¢ es oracién, entonces ¢ es valida si para todo 2 se tiene que
A=

Ejercicio

Construya una férmula valida.
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Dos nociones utiles

Al igual que en la légica proposicional, la légica de primer orden
tiene asociados algunos problemas de decisidn:

SAT = {p | ¢ es una oracién satisfacible}
VAL = {¢ |y es una oracién vélida}
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i Son estos problemas mas dificiles que para el caso de la légica
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» jComo se demuestra que son al menos tan dificiles?
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Dos nociones utiles

Al igual que en la légica proposicional, la légica de primer orden
tiene asociados algunos problemas de decisidn:

SAT = {p | ¢ es una oracién satisfacible}
VAL = {¢ |y es una oracién vidlida}

i Son estos problemas mas dificiles que para el caso de la légica
proposicional?

» jComo se demuestra que son al menos tan dificiles?

Vamos a mostrar una primera diferencia entre estas dos légicas ...
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VAL es indecidible.




La complejidad de VAL

Teorema (Church)
VAL es indecidible.

Demostracion: Vamos a reducir el siguiente problema a VAL:

L = {w e {0,1}" | existe una MT determinista M
tal que w = C(M) y M acepta €}.

i Por qué es este problema indecidible?
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La complejidad de VAL

Para cada MT M determinista, tenemos que construir una férmula
op tal que:

M acepta € si y sélo si ¢y, es valida
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La complejidad de VAL

Para cada MT M determinista, tenemos que construir una férmula
op tal que:

M acepta € si y sélo si ¢y, es valida

Suponemos que M = (Q,{0,1}, qo, 9, F), donde
> Q:{q07"’7qm}

» no existe una transicién en 0 para gn
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La complejidad de VAL

Definimos un vocabulario £ de la siguiente forma:
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La complejidad de VAL
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La complejidad de VAL

Definimos un vocabulario £ de la siguiente forma:

P(t) .t es el tiempo de partida de la maquina

C(t,p) : M tiene un 0 en la posiciéon p de la cinta en el tiempo t
U(t,p) : M tiene un 1 en la posiciéon p de la cinta en el tiempo t
B(t,p) : M tiene un B en la posiciéon p de la cinta en el tiempo t
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La complejidad de VAL

11C2213

Definimos un vocabulario £ de la siguiente forma:

P(t)
C(t, p)
U(t, p)
B(t, p)
E,'(t)

t es el tiempo de partida de la maquina

M tiene un 0 en la posicién p de la cinta en el tiempo t
M tiene un 1 en la posicién p de la cinta en el tiempo t
M tiene un B en la posicién p de la cinta en el tiempo t
estado de M es q; (i € [0, m]) en el tiempo t
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La complejidad de VAL

11C2213

Definimos un vocabulario £ de la siguiente forma:

P(t)
C(t, p)
U(t, p)
B(t, p)
Ei(t)
T(t,p)

t es el tiempo de partida de la maquina

M tiene un 0 en la posicién p de la cinta en el tiempo t
M tiene un 1 en la posicién p de la cinta en el tiempo t
M tiene un B en la posicién p de la cinta en el tiempo t
estado de M es q; (i € [0, m]) en el tiempo t

la cabeza estd en la posicién p en el tiempo t
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La complejidad de VAL

11C2213

Definimos un vocabulario £ de la siguiente forma:

P(t)

C(t,p)
U(t, p)
B(t, p)
Ei(t)

T(t,p)
L(x,y)

t es el tiempo de partida de la maquina

M tiene un 0 en la posicién p de la cinta en el tiempo t
M tiene un 1 en la posicién p de la cinta en el tiempo t
M tiene un B en la posicién p de la cinta en el tiempo t
estado de M es q; (i € [0, m]) en el tiempo t

la cabeza estd en la posicién p en el tiempo t

orden lineal en el dominio
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La complejidad de VAL

Definimos un vocabulario £ de la siguiente forma:

P(t)

C(t,p)
U(t, p)
B(t, p)
Ei(t)

T(t,p)
L(x,y)

t es el tiempo de partida de la maquina

M tiene un 0 en la posicién p de la cinta en el tiempo t
M tiene un 1 en la posicién p de la cinta en el tiempo t
M tiene un B en la posicién p de la cinta en el tiempo t
estado de M es q; (i € [0, m]) en el tiempo t

la cabeza estd en la posicién p en el tiempo t

orden lineal en el dominio

wm es definida como (p A L A @i Apc A\ ps) — pa
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La complejidad de VAL

wp: Hay un Unico punto de partida

Ix(P(x) AVy(x #y — =P(y)))
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La complejidad de VAL

wp: Hay un Unico punto de partida

Ix(P(x) AVy(x #y — =P(y)))

wy: L es un orden lineal donde cada elemento tiene un sucesor y un
predecesor

Vx =L(x,x) N VxVyVz ((L(x,y) A L(y,z)) — L(x,z)) A
VxVy (x =y V L(x,y) V L(y,x)) A
Vx3dy (L(x,y) N =3z (L(x,z) A L(z,y))) A
Vx3y (L(y,x) AN =3z (L(y,z) A L(z, x)))
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La complejidad de VAL

Usamos orden lineal L para definir un predicado auxiliar:

suc(x,y) = L(x,y)A—-3z (L(x,z) A L(z,y))
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La complejidad de VAL

Usamos orden lineal L para definir un predicado auxiliar:

suc(x,y) = L(x,y)A—-3z (L(x,z) A L(z,y))

w;: Estado inicial

Vx (P(x) — (Eo(x) A T(x,x) AVy B(x,y)))
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La complejidad de VAL

©wc: La maquina funciona correctamente
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La complejidad de VAL

©wc: La maquina funciona correctamente

wc se define como la conjunciéon de cuatro férmulas. Primero,
cada celda siempre contiene un unico simbolo:

VxVy ((C(x,y) A =U(x,y) A=B(x,y)) V
(U(x,y) AN=C(x,y) AN=B(x,y)) V
(B(x,y) N =C(x,y) A=U(x,y))).
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La complejidad de VAL

Segundo, la maquina siempre estd en un dnico estado:

w(\?(a(xm A\ ﬁEj(x)»

=0 Je[o,m\{i}
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La complejidad de VAL

Segundo, la maquina siempre estd en un dnico estado:

vx(\n}(E,-(x)A A\ ﬁEj(x)»

=0 Je[o,m\{i}

Tercero, la cabeza siempre esta en una Unica posicion:

Vx3y (T(x,y) AVz (y # z = = T(x, 2)))
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La complejidad de VAL

Cuarto, el contenido de una celda no cambia si no es apuntada por
la cabeza:

VxVyVz ((=T(x,y) Asuc(x,z)) = ((C(x,y) AN C(z,y)) V
(Ulx,y) NU(z,y)) V (B(x,y) N B(z,y))))
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La complejidad de VAL

ws: funcién o define como funciona la maquina
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La complejidad de VAL

ws: funcién o define como funciona la maquina

Para cada transicion en 0 se define una férmula, y 5 se define como la
conjuncidn de estas férmulas.
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La complejidad de VAL

ws: funcién o define como funciona la maquina

Para cada transicion en 0 se define una férmula, y 5 se define como la
conjuncidn de estas férmulas.

Ejemplo
Para §(qi,0) = (q;j, 1, <) se define la siguiente férmula:
VxVyVuvv ((Ei(x) AN T(x,y) N C(x,y) A
suc(x, u) A suc(v,y)) —
(Ej(u) A T(u,v) A U(u,y)))
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La complejidad de VAL

©wa: La maquina acepta ¢

IxJy (P(x) A (x =y V L(x,y)) A En(y))
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La complejidad de VAL

©wa: La maquina acepta ¢

Ty (P(x) A (x =y V L(x,y)) N Em(y))
Para terminar sélo falta demostrar que M acepta € si y sdlo si

es valida.
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La complejidad de VAL

©wa: La maquina acepta ¢

IxJy (P(x) A (x =y V L(x,y)) A En(y))

Para terminar sélo falta demostrar que M acepta € si y sdlo si
es valida.

» ;Qué sucederia si ) es definida como
pp AL Nor Npc N ps N pal
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SAT es indecidible.




La complejidad de SAT

Corolario
SAT es indecidible.

Ejercicio

Demuestre el corolario.
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La complejidad de SAT

Corolario
SAT es indecidible.

Ejercicio

Demuestre el corolario.

Para la légica proposicional SAT era decidible (pero dificil). jPara
la lIogica de primer orden es indecidible!
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L.a nocidon de isomorfismo

Sean 2l = (N,0%,s%*) y B = (B, 0%, s?) definida como:

[ B:{O}*
» sP(0---0)= 0---0, paratodon>0
n veces n+1 veces
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L.a nocidon de isomorfismo

Sean 2l = (N,0%,s%*) y B = (B, 0%, s?) definida como:

~ B= {0}’
» sP(0---0)= 0---0, paratodon>0
N—— N——

n veces n+1 veces

;Son similares estas estructuras? j Por qué?
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L.a nocidon de isomorfismo

Sean 2l = (N,0%,s%*) y B = (B, 0%, s?) definida como:

[ B:{O}*
» sP(0---0)= 0---0, paratodon>0
n veces n+1 veces

;Son similares estas estructuras? j Por qué?

» Si identificamos i € N con 0---0 podemos ver que estas estructuras
N——

_ _ I veces
son idénticas
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L.a nocidon de isomorfismo

Dos estructuras son isomorfas si son idénticas excepto por sus dominios.

[1C2213 - Ldgica de Primer Orden 38 / 65



L.a nocidon de isomorfismo

Dos estructuras son isomorfas si son idénticas excepto por sus dominios.

Definicidn
Dado un vocabulario L y dos L-estructuras 2l y *B, decimos que 2 y *B son
iIsomorfas, denotado como 2l = ‘B, si existe una biyeccion h: A — B tal que:

> h(c™) = c”®, para cada constante c € L

> h(f*(a1,...,am)) = > (h(a1),...,h(am)), para cada funcion m-aria
f € L yelementos a1, ..., am € A

> (a1,...,an) € R* si y sélo si (h(a1),...,h(a,)) € R®, para cada relacién
n-aria R € L y elementos a1, ..., a, € A
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La nocidn de isomorfismo: Ejemplos

Ejemplos

1. Sea A = (N, 0%, 1%, +3 <)y B = (B, 0%, 1%, +%, <),
donde B es el conjunto de los niimeros pares y los demas simbolos
son definidos de manera usual. jSon 2 y B isomorfos?

2. iQué pasa en el caso anterior si ademds consideramos la
multiplicacién?

3. Sea L={E}y A= (A E?) donde A= {1,2,3,4} y E®* = {(1,2),
(1,3), (3,2), (4,1), (4,2)}. Defina una oracién ¢ tal que para toda
L-estructura B se tiene que B = ¢ si y sélo si A = 5.

4. Sea 3 = (Z,0°,13 53 +3 .3 <3) iSon My 3 isomorfos?
5. iSon I y R isomorfos?
6. Sea A= (R, +* 2y y B = (C,+%,-®). iSon Ay B isomorfos?
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