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i Por qué necesitamos la logica?

Necesitamos un lenguaje con una sintaxis precisa y una semantica
bien definida.

Queremos usar este lenguaje en matematicas.

» Definicidon de objetos matematicos: conjunto, nimeros naturales,
nameros reales

» Definicion de teorias matemadticas: teoria de conjuntos, teoria de los
numero naturales

» Definicién del concepto de demostracion
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i Por qué necesitamos la logica?

Necesitamos un lenguaje con una sintaxis precisa y una semantica
bien definida.

Queremos usar este lenguaje en matematicas.

» Definicidon de objetos matematicos: conjunto, nimeros naturales,
nameros reales

» Definicidon de teorias matematicas: teoria de conjuntos, teoria de los
namero naturales

» Definicién del concepto de demostracion

También queremos usar este lenguaje en computacién. jPor qué?
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; Por qué necesitamos la Légica en computacion?

Algunas aplicaciones:

» Bases de datos: Lenguajes de consulta, lenguajes para restricciones
de integridad

» Inteligencia artificial: Representacién de conocimiento, razonamiento
con sentido comun

» |ngenieria de software: Especificacidén de sistemas, verificaciéon de
propiedades

» Teoria de la computacion: complejidad descriptiva, algoritmos de
aproximacion
» Criptografia: verificacién de protocolos criptograficos

» Procesamiento de lenguaje natural
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Légica Proposicional: Sintaxis

Tenemos los siguientes elementos:

» Variables proposicionales (P): p, q, r, ...

» Conectivos légicos: —, V, A, —, <>

» Simbolos de puntuacién: (, )
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» Variables proposicionales (P): p, q, r, ...
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» Simbolos de puntuacién: (, )

Cada variable proposicional representa una proposicion completa e
indivisible, que puede ser verdadera o falsa
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Légica Proposicional: Sintaxis

Tenemos los siguientes elementos:

» Variables proposicionales (P): p, q, r, ...

» Conectivos légicos: —, V, A, —, <>

» Simbolos de puntuacién: (, )

Cada variable proposicional representa una proposicion completa e
indivisible, que puede ser verdadera o falsa

Ejemplo

P = {socrates_es_hombre, socrates_es_mortal}
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Légica Proposicional: Sintaxis

Conectivos légicos son usados para construir expresiones que
también pueden ser verdaderas o falsas.

Ejemplo
socrates_es_hombre — socrates_es_mortal

socrates_es_hombre — (- socrates_es_mortal)

Simbolos de puntuacién son usados para evitar ambiguedades.
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Sintaxis de la Légica Proposicional: Definicién

Dado: Conjunto P de variables proposicionales.

Definicién
L(P) es el menor conjunto que satisface las siguientes reglas:
1. PC L(P)
2. Sip € L(P), entonces (—p) € L(P)
3. Si g, € L(P), entonces (p V) € L(P), (p A1) € L(P),
(¢ = ) € L(P) y (¢ < ¥) € L(P)
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Sintaxis de la Légica Proposicional: Definicién

Dado: Conjunto P de variables proposicionales.

Definicidn

L(P) es el menor conjunto que satisface las siguientes reglas:

1. P C L(P)

2. Sip € L(P), entonces (—p) € L(P)

3. Sip, € L(P), entonces (o V1) € L(P), (¢ A) € L(P),
(¢ = ) € L(P) y (¢ < ¥) € L(P)

Ejercicio

Verifique que ((—p) — (g V r)) es una férmula.
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Sintaxis de la Légica Proposicional: Definicién

| a naturaleza de la definicidon es inductiva.

» Permite construir programas recursivos para chequear si una
férmula estd bien construida

» Permite definir inductivamente conceptos asociados a las férmulas

» Permite demostrar inductivamente propiedades de las férmulas
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Definiciones inductivas

Queremos definir una funcidn /a que indica cuantos simbolos tiene
una férmula: la((p A q)) =5

Caso base . Paracadape P, la(p) =1

Caso inductivo  :  fa((—p)) =3+ /a(p) y la((ex)) = 3+ la(p) +
la(1)), donde x corresponde a V, A, — 0 <

En el ejemplo: la((p A q)) =3+ la(p)+/la(g) =3+1+1=5
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Definiciones inductivas

Queremos definir una funcidn /a que indica cuantos simbolos tiene
una férmula: la((p A q)) =5

Caso base . Paracadape P, la(p) =1

Caso inductivo  :  fa((—p)) =3+ /a(p) y la((ex)) = 3+ la(p) +
la(1)), donde x corresponde a V, A, — 0 <

En el ejemplo: la((p A q)) =3+ la(p)+/la(g) =3+1+1=5

Ejercicio
Defina las funciones pi y pd que indican cudles son los niimeros de
paréntesis izquierdos y derechos en una férmula, respectivamente.
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Demostraciones inductivas

Lo siguiente parece ser cierto: Cada férmula contiene el mismo
nimero de paréntesis izquierdos y derechos.

pi(p) = pd(y), para cada férmula .

i Cémo podemos demostrar esto?

Podemos usar induccién ...
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Induccion en la légica proposicional

Principio de induccién: Para cada A C L(P) tal que

Caso base . p €A, paracada p e P,
Caso inductivo : si p,9 € A, entonces (—p) € Ay
(p*x1p) € A, donde x € {V, A, —, <},

se tiene que A = L(P).

i Por qué funciona?
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Induccion en la légica proposicional

Principio de induccién: Para cada A C L(P) tal que

Caso base . p €A, paracada p e P,
Caso inductivo : si p,9 € A, entonces (—p) € Ay
(p*x1p) € A, donde x € {V, A, —, <},

se tiene que A = L(P).
i Por qué funciona?
Ejercicio

Demuestre que cada férmula contiene el mismo nimero de
paréntesis izquierdos y derechos.
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Induccion en la légica proposicional: Ejercicios

1. Defina v(y) como el nimero de ocurrencias de variables
proposicionales en .

2. Demuestre que para cada férmula proposicional ¢ que no
contiene el simbolo — se tiene que la(p) < 4 - v(p)?.
i Qué sucede si © contiene el simbolo =7
i Qué sucede si las férmulas de la forma (—(—¢)) no son

permitidas?

3. Demuestre que un prefijo propio de una férmula no es una
férmula.
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Semantica de la légica proposicional

i Cdmo podemos determinar si una férmula es verdadera o falsa?

Este valor de verdad depende de los valores de verdad asignados a
las variables proposicionales y de los conectivos utilizados.

Valuacién (asignacién): o : P — {0,1}
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Semantica de la légica proposicional

i Cdmo podemos determinar si una férmula es verdadera o falsa?

Este valor de verdad depende de los valores de verdad asignados a
las variables proposicionales y de los conectivos utilizados.

Valuacién (asignacién): o : P — {0,1}

Ejemplo

o(socrates_es_hombre) = 1 y o(socrates_es_mortal) = 0
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Semantica: Definicién
Dado o : P — {0, 1}, queremos extender o
g:L(P)—{0,1}
Definicion
Dado ¢ € L(P),
> Sip = p, entonces 6(p) = a(p)
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Semantica: Definicién
Dado o : P — {0, 1}, queremos extender o
g:L(P)—{0,1}
Definicion
Dado ¢ € L(P),

> Sip = p, entonces 6(p) = a(p)

» Si o = (—«a), entonces
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Semantica: Definicién
Dado o : P — {0, 1}, queremos extender o
g:L(P)—{0,1}
Definicion
Dado ¢ € L(P),
> Sip = p, entonces 6(p) = a(p)

» Si o = (—«a), entonces

» Sip=(aVp), entonces
oy 1 sig(a)=1
7o) = {o ' 6(ar) = 0
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Semantica: Definicién (continuacién)

» Sip = (aAp), entonces

. 1 sisla)=1y6(8) =1
0(9”){0 si 6(c) = 00 &(8) =0

Por simplicidad vamos a usar ¢ en lugar de &
14 / 42
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Semantica: Definicién (continuacién)

» Sip = (aAp), entonces

1 sisa)=1ys(8) =1
U(gp){o si 6(a) = 00 5(8) =0

(@){1 si 6(a) =00 6(8) =1
0 sidg(a)=1ya(B)=0

Por simplicidad vamos a usar ¢ en lugar de &
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Semantica: Definicién (continuacién)

» Sip = (aAp), entonces

{1 sig(a)=1y&(8) =1
0 sig(a)=006(8)=0

(@){1 si 6(a) =00 6(8) =1
0 sidg(a)=1ya(B)=0

> Sip = (a <+ ), entonces

6(@)_{1 si () = &(8)
0 sid(a)#6(B)

Por simplicidad vamos a usar ¢ en lugar de &
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Semantica: Ejemplos

Supongamos que o(socrates_es_hombre) =1y
o(socrates_es_mortal) = Q.

Entonces:

o((socrates_es_hombre — socrates_es_mortal)) = 0
o((((socrates_es_hombre — socrates_es_mortal) N

socrates_es_hombre) — socrates_es_mortal)) = 1
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Equivalencia de férmulas

Definicion
Dos formulas ¢ y 1) son equivalentes, denotado como ¢ = ), si
para toda valuacion o se tiene que o(p) = o().
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Equivalencia de férmulas

Definicion
Dos formulas ¢ y 1) son equivalentes, denotado como ¢ = ), si
para toda valuacion o se tiene que o(p) = o().

Algunas equivalencias utiles:

(~(eAy)) = ((ke)Vv(=¥) (=) = ((mp)VY)
(V) = (k)N (D) (o) = (6= V)N (WY — )
(A (P A0) = ((pAY)n0)  (0(—9) = o
(pV(Vve) = ({(¢Vvy)Vve)
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Equivalencia de férmulas

Notacion: Desde ahora en adelante

> vamos a omitir los paréntesis externos, y

> vamos a escribir ¢ Ay A en lugar de (¢ A1) A (lo mismo para V)
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Tablas de verdad

Cada férmula se puede representar y analizar en una tabla de verdad.

-p pVg pAg p—q pq

= = O OllT

q
0
1
0
1

1

1
0
0

0

1
1
1

0

0
0
1

1

1
0
1

1

0
0
1
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Tablas de verdad

Cada férmula se puede representar y analizar en una tabla de verdad.

-p pVg pAg p—q pq

= = O OllT

q
0
1
0
1

1

1
0
0

0

1
1
1

0

0
0
1

1

1
0
1

1

0
0
1

Observaciéon: Dos formulas son equivalentes si tienen la misma tabla de verdad.
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Tablas de verdad

Cada férmula se puede representar y analizar en una tabla de verdad.

-p pVg pAg p—q pq

= = O OllT

q
0
1
0
1

1

1
0
0

0

1
1
1

0

0
0
1

1

1
0
1

1

0
0
1

Observaciéon: Dos formulas son equivalentes si tienen la misma tabla de verdad.

Ejercicio

Suponga que P = {p, q}. iCuantas férmulas contiene L(P)? ;Cuantas
férmulas no equivalentes contiene este conjunto?
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Conectivos n-arios

Usando tablas de verdad podemos definir conectivos n-arios:

C(p1s---,Pn)
pr P2 - Pp—1 Pn C(p1,P2,-..,Pn—1,Pn)
0 O 0 O by
0 O 0 1 by
1 1 1 1 bon

i Es posible representar C(ps, ...

11C2213 — Ldgica Proposicional
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Conectivos n-arios

Veamos un ejemplo: Ci(p,q,r,s).

Cl(p7 q, I’,S) Cl(p7 q,r, 5)

0

O O OO OO o oOlt
R =) =R R O O O Ol
— —_ O O = = O Ol =
R O FRR O, OF Ofllwn
O R OO OO K

e e e e e el [ o
R k)RR O OO On
= = OO = = O Ofll ~
—_ O = O = O = Ollwn
O R OO OO Oo

i Cémo definimos Ci(p, q,r,s) usando —, V, A, =y <7
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Conectivos n-arios

Solucién: Ci(p, q,r,s) es equivalente a la siguiente férmula

(=P) A (=g@) A(=r)As)V ((mp) AgArA(ms))V
(PA(—=g) A(=r)A(=s))V(PAGATA(ms))
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Conectivos n-arios

Solucién: Ci(p, q,r,s) es equivalente a la siguiente férmula

(=p) A (@) A(=r) As)V((=p) AgArA(=s)) V
(P A (=) A(=r) A(=s)) VP AGATA(5s))

Notacion

Desde ahora en adelante — tiene mayor precedencia que los
conectivos binarios. Asi por ejemplo, (—p) — g es lo mismo que
—-p — q y la férmula anterior es lo mismo que:

(pA=gA-rAS)V(opAgATrA—s)V
(pA=gA—-rAN=s)V(pAgArA-s)
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Conectivos n-arios

Solucién a nuestro problema original:

Suponiendo que o; es la valuacidn correspondiente a la fila / de la

tabla de verdad de C(p1,...,pn), este conectivo es equivalente a:
VCA 2 (A )
itbi=1 " *j:oi(pj)=1 k:oi(pk)=0
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Conectivos n-arios

Solucién a nuestro problema original:

Suponiendo que o; es la valuacidn correspondiente a la fila / de la

tabla de verdad de C(p1,...,pn), este conectivo es equivalente a:
VCA 2 (A )
itbi=1 * *j:oi(p)=1 k:oi(pk)=0
Conclusion

Basta con los conectivos logicos —, V, A para representar cualquier
tabla de verdad.
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Formas normales

Decimos que una férmula ¢ estd en forma normal disyuntiva (DNF) si ¢ es de

la forma: N
V(Am)
=1 N j=1

donde cada /i ; es un literal, es decir, una letra proposicional o la negacién de
una letra proposicional.

Ejemplo
(PAG)V(=pAr)

[1C2213 - Ldgica Proposicional 23 / 42



Formas normales

Decimos que una férmula ¢ estd en forma normal disyuntiva (DNF) si ¢ es de

la forma: N
V(Am)
=1 N j=1

donde cada /i ; es un literal, es decir, una letra proposicional o la negacién de
una letra proposicional.

Ejemplo
(PAG)V(=pAr)

Teorema

Toda formula es equivalente a una férmula en DNF.
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Formas normales

Decimos que una férmula ¢ esta en forma normal conjuntiva (CNF) si ¢ es de

la forma: - N
A(Vi)
=1 N j=1

donde cada /i ; es un literal.

Ejemplo
(pV—=g)AN(—pV —-rVs)A(-rVs)
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Formas normales

Decimos que una férmula ¢ esta en forma normal conjuntiva (CNF) si ¢ es de

la forma: N
A(Vi)
=1 N j=1

donde cada /i ; es un literal.

Ejemplo
(pV—=g)AN(—pV —-rVs)A(-rVs)

Teorema

Toda formula es equivalente a una formula en CNF.
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La nocidon de consecuencia logica

Una valuacién o satisface un conjunto de férmulas X si para cada
© € X, se tiene que o(p) = 1.
Notacién: o(X) =1

; Cudndo decimos que una férmula v se deduce desde 2.7
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La nocidon de consecuencia logica

Una valuacién o satisface un conjunto de férmulas X si para cada
© € X, se tiene que o(p) = 1.

Notacién: o(X) =1

; Cudndo decimos que una férmula v se deduce desde 2.7

Definicidon
Y es consecuencia logica de ¥, denotado como ¥ = 1), si para
cada valuacion o tal que o(X) = 1, se tiene que o(v)) = 1.
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La nocidon de consecuencia logica: Ejemplos

Modus ponens:
P, P—atEq

Demostracién por partes:

{pVaqVr, p—s, g—s, r—stEs

Ejercicio
» Demuestre que si X = a A 3, entonces ¥ Fay X = fS.
» jEscierto quesi X =aV 3, entonces X Ea o X = (7
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Teorema de monotonia

Teorema (Monotonia)
Si Y =1, entonces para cada férmula 6 se tiene que X U {0} = 1.
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Teorema de monotonia

Teorema (Monotonia)
Si Y =1, entonces para cada férmula 6 se tiene que X U {0} = 1.

Ejercicio

Demuestre el teorema de monotonia.
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Teorema de monotonia

Teorema (Monotonia)
Si Y =1, entonces para cada férmula 6 se tiene que X U {0} = 1.

Ejercicio

Demuestre el teorema de monotonia.

Sabemos que {p, p — g} E q. Usando el teorema de monotonia
deducimos que {p, p — g, —q} = g. iComo es esto posible?
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Teorema de monotonia

Teorema (Monotonia)
Si Y =1, entonces para cada férmula 6 se tiene que X U {0} = 1.

Ejercicio

Demuestre el teorema de monotonia.

Sabemos que {p, p — g} E q. Usando el teorema de monotonia
deducimos que {p, p — g, —q} = g. iComo es esto posible?

i Puede usarse la logica proposicional para modelar razonamiento
con sentido comun?
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Un paréntesis: Revision de conocimiento

Teorema de monotonia: Agregar conocimiento no nos permite
retractarnos.

» No actualizamos nuestro conocimiento de acuerdo a la nueva
iInformacion
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Un paréntesis: Revision de conocimiento

Teorema de monotonia: Agregar conocimiento no nos permite
retractarnos.

» No actualizamos nuestro conocimiento de acuerdo a la nueva
iInformacion

Dado X y ¢: queremos generar una férmula que refleje la
actualizacion de 2 dado .

Notacién: 2 o ¢
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Un paréntesis: Revision de conocimiento

Teorema de monotonia: Agregar conocimiento no nos permite
retractarnos.

» No actualizamos nuestro conocimiento de acuerdo a la nueva
iInformacion

Dado X y ¢: queremos generar una férmula que refleje la
actualizacion de 2 dado .

Notacién: 2 o ¢

i Cémo podemos hacer esto? ;j Qué deberia ser {p,p — g} o —q?
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Un paréntesis: Revision de conocimiento

Una primera alternativa: 2 o p = ¢

Vamos a mostrar una mejor alternativa: Belief Revision

Notacion
Dado un conjunto de variables proposicionales P
> modelos(X): Conjunto de las valuaciones de P que satisfacen ¥

» A(o1,02): Conjunto de las variables proposicionales p € P tales que

o1(p) # o2(p)

[1C2213 - Ldgica Proposicional 29 / 42



Un

11C2213

paréntesis: Revision de conocimiento

Una primera alternativa: 2 o p = ¢

Vamos a mostrar una mejor alternativa: Belief Revision

Notacion

Dado un conjunto de variables proposicionales P
> modelos(X): Conjunto de las valuaciones de P que satisfacen ¥

» A(o1,02): Conjunto de las variables proposicionales p € P tales que

o1(p) # o2(p)

Ejemplo

Si P={p,q}, oi1(p) =1, 01(q) =1, o2(p) =1 02(q) = 0, entonces
A(o1,02) = {q}-

A(o1,02) mide la distancia entre o1 y o».

— Ldgica Proposicional
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Un paréntesis: Revision de conocimiento

Para actualizar 2 dado ¢, vamos a actualizar los modelos de 2
con respecto a .

Dado o tal que o(X) = 1, queremos seleccionar los modelos o7 de
© que estan a distancia minima de o.
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Un paréntesis: Revision de conocimiento
Para actualizar 2 dado ¢, vamos a actualizar los modelos de 2
con respecto a .

Dado o tal que o(X) = 1, queremos seleccionar los modelos o7 de
© que estan a distancia minima de o.

Formalmente:

minimo(o, ) = {01 | o1(¢) =1y no existe o7 tal que
o2(p) =1y Ao, 02) C A(o,01)}
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Un paréntesis: Revision de conocimiento

Definimos los modelos de 2 o ¢ como los modelos de ¢ que estdn
mas cerca de los modelos de 2_:

modelos(X o ) = U minimo(o, )
o:o(X)=1

y definimos 2 o (¢ como una férmula 1) arbitraria tal que
modelos(1)) = modelos(¥ o ).

i Siempre existe esta féormula? j Es dnica?
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Un paréntesis: Revision de conocimiento

Ejemplo
Y={pp—=aqlyp=—q

Primero calculamos los modelos de > y ¢:
modelos(¥) = {o}, donde o(p) = o(q) =1
modelos(y) = {o1,02}, dondeogi(p)=1, 01(q)=0y
a2(p) = 02(q) = 0.

Después calculamos los modelos minimos:

Afo,01) = {q}
A(o,02) = {p,q}
minimo(o, ) = {o1}
modelos(X o) = {o1}
Resultado: {p,p —>qlo—q = pA-gq
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