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1. En esta pregunta suponga que m > 1y n > 1 son niimeros naturales tales que MCD(m,n) = 1. Una
herramienta bésica para resolver sistemas de ecuaciones en aritmética modular es el teorema chino del
resto, el cual indica que para cada a € Ny b € N, existe z € N tal que:

= a mod m

= b mod n

(a) [0.3 puntos] Demuestre el teorema chino del resto utilizando el algoritmo extendido para el cdlculo
del maximo comun divisor. En particular, use este algoritmo para encontrar un procedimiento
eficiente (no una busqueda exhaustiva) que calcule el valor de « dados a y b.

(b) [0.2 puntos] Utilice el procedimiento desarrollado en (a) para calcular un valor de x tal que:

= 355 mod 1225
x = 1087 mod 1144

(¢) [1 punto] Sean a1, a2, by y by ntimeros naturales. Demuestre que existe = € N tal que

ar-x = as mod m

bi-x = by mod n
si y sélo si
MCD(ay,m)laz 'y  MCD(by,n)|bs.

Ademds, de un algoritmo eficiente (no una bisqueda exhaustiva) que calcule el valor de x dados
a1, az, by y ba, en el caso en que este valor = exista.

2. Dado un nuimero natural n > 2, defina Z} de la siguiente forma:
z;, = {a€c{l,...,n—1} | MCD(a,n) =1}.

Por ejemplo, Z3 = {1} y Z3, = {1,3,7,9}. Ademds, defina ¢(n) como |Z}|. Asi, tenemos que ¢(2) =1
y ¢(10) = 4.

(a) [0.6 puntos] Dado un ndmero primo p y un ndmero natural ¢ > 1, demuestre que:
Lyivr = {a+k-p| a€Zyykel0,....p—1}}

Utilice este resultado para obtener una férmula para el valor de ¢(¢’) para cada niimero primo q
y nimero natural j > 1.



(b) [0.6 puntos] Sean m,n ntmeros naturales tales m > 2, n > 2 y MCD(m,n) = 1. Defina una
funciém f : Z¥, ., — Z%, x Zf como f(k) = (kmodm, kmodn). Por ejemplo, si n =3 y m = 16,
tenemos que f(1) = (1,1), f(7) = (1,7) y f(35) = (2,3). Demuestre que f es una biyeccidn.

(c) [0.5 puntos] Sea n > 2 un ndimero natural tal que:

k

/;

no= ]Il
i=1

donde (1) k > 1, (2) cada p; es un nimero primo, (3) p; < p;+1 paracada i € {1,...,k — 1}, y
(4) cada ¢; es un ntmero natural mayor a 0. Utilizando (a) y (b), demuestre que:

o = T (st -5t")

i=1

(d) [0.8 puntos] Utilizando los resultados anteriores demuestre que para cada nimero natural n > 2
y a € Z;,, se tiene que:

a®™ = 1 mod n

3. [1 punto] Utilizando el teorema de Wilson demuestre que para cada nimero primo p de la forma 4-k+1,
existe un nimero z tal que

z2 = —1 mod p.

Vale decir, —1 tiene raiz cuadrada en médulo p si este es un nimero primo de la forma 4 -k + 1. En
particular, usted debe utilizar el teorema de Wilson para encontrar una expresion que defina una raiz
cuadrada de —1 como funcién de p. Ademds, utilice la expresién encontrada para calcular una raiz
cuadrada de —1 en médulo 97.

4. [1 punto] Dado un polinomio p(z1,...,zx) con coeficientes en los nimeros naturales, definimos el
conjunto de los niimeros generados por p(x1,...,z;) de la siguiente forma:
GEN(p) = {p(n1,...,n) | (n1,...,ny) € N}

Por ejemplo, si p1(xz) = 2z, po(x) = 2z + 1, ps(x,y) = 44 22 + 2y + zy y pa(xr) = 7, entonces se
tiene que GEN(p1) es el conjunto de los ntimero pares, GEN(ps3) es el conjunto de los niimero impares,
GEN(p3) es el conjunto de los niimeros mayores que 1 que no son primos, y GEN(py) = {7}.

En esta pregunta usted va a demostrar que no es posible construir un polinomio p(z1,...,x) con
coeficientes en los nimeros naturales que genere sé6lo niimeros primos, y un nimero infinito de estos.
Vale decir, demuestre que si GEN(p) es infinito, entonces GEN(p) contiene un niimero que no es primo.



