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1. [1.5 puntos] ¿Es la siguiente afirmación cierta?

{∀x∀y R(x, y)→ R(y, x), ∀x∀y∀z (R(x, y) ∧R(y, z))→ R(x, z),

∀x∀y∀z (R(x, y) ∧R(x, z))→ y = z} |= ∀x∀y R(x, y)→ x = y

Demuestre o de un contraejemplo.

2. [1.5 puntos] Dado un vocabulario L, una L-estructura A con dominio A y un conjunto S ⊆ A, decimos
que S es definible en A si existe una L-fórmula ϕ(x) tal que:

S = {a ∈ A | A |= ϕ(a)}

Suponga que L = {+, ·}, donde +, · son śımbolos de funciones binarias, y suponga que A = 〈N,+A, ·A〉,
donde +A, ·A son las funciones de suma y multiplicación sobre los números naturales. En esta pregunta,
usted debe demostrar que el conjunto

S = {a ∈ N | existe un número primo p y un número b ∈ N tal que pb = a}

es definible en A.

Importante: Cada fórmula auxiliar usada en esta pregunta debe estar definida en la pregunta.

3. [1.5 puntos] Sea p un número primo de la forma 4 · k + 3 y a ∈ {1, . . . , p− 1}. Demuestre que si

a
p−1
2 ≡ −1 mod p,

entonces −a tiene ráız cuadrada en módulo p (vale decir, existe b tal que b2 ≡ −amod p).

4. [1.5 puntos] Sean p, q números primos distintos, n = p · q y a, b números naturales. En esta pregunta
usted debe demostrar que si la ecuación:

ax ≡ b modn (1)

tiene solución, entonces esta ecuación tiene solución en el intervalo {0, . . . , n − 1}. Vale decir, usted
debe demostrar que si la ecuación (1) tiene solución, entonces existe c ∈ {0, . . . , n− 1} tal que:

ac ≡ b modn.
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