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1. Indique si las siguientes afirmaciones son ciertas. Justifique su respuesta.

(a) {VaVy R(x,y) — R(y,x), YaVyVz (R(z,y) A R(y,2)) = R(z,2)} E Va R(z,x)
(b) {Va3y R(z,y), VaVy R(x,y) = R(y,x), YaVyVz (R(z,y) A R(y,2)) = R(z,2)} E Va R(z,z)

2. jEs la siguiente afirmacién cierta?

{VaVy R(x,y) — R(y,x), YaVyVz (R(z,y) A R(y,z)) — R(z,2),
VaVyVz (R(z,y) AN R(z,2)) - y=2z} E VaVyR(z,y) > x =1y

Demuestre o de un contraejemplo.

3. Demuestre que {Vz (f(g(x)) = x)} }£ Vz (9(f(z)) = x).

4. Demuestre que:

{Vm (s(x) #0), VaVy (s(z) = s(y) — = =y),

Va(z+0=x), VaVy (x + s(y) = s(x + y))} e VaVy(x+y=y+x)
5. Sea £ = (). Demuestre que existe un conjunto infinito de L-oraciones {p; }ien tal que para
cada j,k € N con j # k, se tiene que ¢; # @y.

6. Sea L = {R}, donde R es un simbolo de relacién binaria. Construya una L-oracién ® tal que
® es satisfacible y para toda L-estructura 2:

si 2 = @, entonces el dominio de 2 es infinito.

7. Sea L = {R}, donde R es un simbolo de relacién binaria. Decimos que una L-oracién ¢ es
existencial si ¢ = Jxy ... dxk Y, donde ¥ es una L-férmula sin cuantificadores.

(a) Sea ¢ una L-oracién existencial. Demuestre que si ¢ es satisfacible, entonces existe una
L-estructura 2 tal que A = ¢ y A tiene un dominio finito.



(b) Utilizando (a) y el ejercicio 6, demuestre que existe una L-oracién 1 tal que para toda
L-oracion existencial ¢, se tiene que ¥ # .

8. Sea L = {R}, donde R es una relacién binaria. Construya una L-oracién ® tal que:

» para todo n € N, existe una L-estructura 2 con dominio A tal que A es finito, |A] > n
y APy

» para toda L-estructura 2 con dominio A, si 2 = ® y A es finito, entonces A tiene un
ntmero par de elementos.

9. Sea L = {<}, y sea ¥ un conjunto formado por las siguientes L-oraciones:

1 = Yea(z<a)
py = VaVyVz((x <yAhy<z) —x<2)
w3 = VaVylz<yVy<azVz=y).

Conteste las siguientes preguntas.

(a) Construya una L-estructura 2 tal que 2 = X.
(b) Construya una L-estructura 20, tal que 20y = X U {¢4, @5, v6}, donde:

ps = Vady(z <y)
ps = Vady(y <w)
g = VaVylzx<y—Jz(xz<zAz<y)).

(¢) Construya una L-estructura 203 tal que A3 = X U {gs, p7, ps}, donde ¢g es la L-oracién
definida en (b) y:

oy = Vyly<zVy=x)
s = JaVylr<yVy=x)

(d) Construya una L-estructura 24 tal que 4 = X U {p7, ¢s, 99}, donde o7 v g son las
L-oraciones definida en (c) y:

w9 = Vr(Fyx<y) = Iz@<zA-Fw(z<wAw<z))).
10. Demuestre que ninguna de las siguientes oraciones es implicada por las otras dos:

VaVyVz (R(z,y) A R(y,z)) — R(x, z)
VaVy (R(z,y) N R(y,x)) >z =1y
Vz3y R(z,y) — JyVz R(x,y)

11. Demuestre que la siguiente oracion es valida:

Vo VaoVy1Vys (21 = y1 A e = yo A P(x1,22)) = P(y1,92)



12.

13.
14.

15.

16.

17.

Una férmula ¢ en légica de primer orden estd en Forma Normal Prenex (FNP) si:

o = Qi1 Qrap Y,

donde Q; = J 0 Q; =V, para cada i € {1,...,k}, y ¢ es una férmula sin cuantificadores.
Por ejemplo, la férmula Va3y (R(z,y) A =T(y,x, z)) estd en FNP, mientras que la férmula
Va(P(x) — Jy R(z,y)) no lo esté.

Sea @ la oracion:
| (3030 (R 8020 ) A (v By Rw) > Gyt ) o

<Vm32 (R(z,2z) VYy (S(z,y) A R(z, y))))] .

Construya una oracién ¥ en FNP que sea equivalente a ®.

Demuestre que toda formula en logica de primer orden es equivalente a una féormula en FNP.

Dado un grafo G = (N, A), una secuencia de nodos (aq, ..., a,) es un camino en G si para todo
i€{l,...,n— 1} se tiene que (a;,a;+1) € A. Ademds, decimos que una camino (ay,...,a,)
va desde bacsia; =by a, = ¢, y decimos que el largo de (aq,...,a,) es n — 1. Finalmente,

decimos que la distancia en G entre dos nodos by c es k si existe un camino de b a ¢ en G de
largo k, y no existe un camino mas corto en G desde b a c.

Suponga que utiliza el lenguaje £ = {E} para representar grafos, donde E es una relacién
binaria. Dado un ndmero natural k, defina una L-férmula ¢k (x,y) tal que para toda L-
estructura 2 y elementos a,b en el dominio de :

A = ¢r(a,b) siy solo si la distancia entre a y b en el grafo representado por 2 es k.

Suponga que utiliza el lenguaje £L = {E} para representar grafos, donde E es una relacién
binaria. Dada una L-estructura 2(, describa en palabras para qué pares de elementos a,b en
el dominio de 2 se satisface la siguiente L£-férmula:

o(z,y) = Fz(E(x,z) ANz (z=2A3Fz(E(r,2) ANz (x =2 A E(z,y)))))

Sea L un vocabulario arbitrario. Un conjunto ¥ de L-oraciones es completo si para cada
L-oracién ¢ se tiene que ¥ = ¢ o ¥ | —p. Ademds, un par 2, B de L-estructuras son
elementalmente equivalentes si para cada L-oracion @ se tiene que:

A E psiysélosi B E .

Suponga que X es un conjunto consistente de L-oraciones. Demuestre que Y es completo
si y sélo si para cada par 2, B de L-estructuras que satisfacen X, se tiene que 2, B son
elementalmente equivalentes.

Sea £ un vocabulario arbitrario, y ® una L-oracién arbitraria. Demuestre que existe una
L-oracion ¥ tal que:



» las variables mencionadas en ¥ son x1, xo, 3, x4 y x5 (vale decir, V(¥) = {z1, x9, z3,
X4, $5})7 y

» para cada L-estructura 2 cuyo dominio tiene 4 elementos, se tiene que 2 = @ si y sélo
si2A = 0.

18. Dado un vocabulario £, una L-estructura 2 con dominio A y un conjunto S C A, decimos
que S es definible en 2 si existe una L-férmula ¢(x) tal que:

S = {aecAlAE p(a)}

Suponga que £ = {+,-}, donde +, - son simbolos de funciones binarias, y suponga que 2 =
(R, +% _21>7 donde +%, - son las funciones de suma y multiplicacién sobre los niimeros reales.

(a) Demuestre que {0} y {1} son definibles en 2I.
(b) Demuestre que {a € R | a > 0} es definible en 2.

)

)

(c) Sea n un nitmero natural arbitrario. Demuestre que {n} es definible en 2.

(d) Sea n un nimero entero arbitrario. Demuestre que {n} es definible en 2.
)

(e) Sea r un ndimero racional arbitrario. Demuestre que {r} es definible en 2l.

19. Considere la definicién de definibilidad dada en la pregunta anterior. Suponga que £ = {+, -},
donde +, - son simbolos de funciones binarias, y suponga que 2 = (N, +%,-%) donde +*, -*
son las funciones de suma y multiplicacién sobre los nimeros naturales. En esta pregunta,
usted debe demostrar que el conjunto

S = {a € N|existe un nimero primo p y un nimero b € N tal que p® = a}

es definible en .

20. Dado un vocabulario £, una L-estructura 2 con dominio A y un conjunto S C AF, donde
k > 1, decimos que S es definible en 2 si existe una L-férmula ¢(z1,...,x) tal que:

S = {(CLl,...,CLk)EAk’Qlizgo(ala"'aak)}

Suponga que £ = {+,-}, donde +,- son simbolos de funciones binarias, y suponga que
A = (N, +2 %) donde +2, ¥ son las funciones de suma y multiplicacién sobre los niimeros
naturales.

(a) Demuestre que {(a,b) € N x N | a menor que b} es definible en 2.

(b) Demuestre que {(a,b,c) € Nx N x N |a =bmodc} es definible en 2.
)
)

(c

(d) Demuestre que {a € N | existe b € N tal que a = 2°} es definible en 2.

Demuestre que {a € N | a es primo} es definible en 2.



