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Induccion en los niumeros naturales: Formulacion intuitiva

Si P es una propiedad tal que:

Caso base . P se cumple para 0,
Caso inductivo : si P se cumple para n,
entonces P se cumple para n+ 1,

entonces se tiene que P se satisface para todos los numeros
naturales.
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Induccion en los niumeros naturales: Formulacion intuitiva

Si P es una propiedad tal que:

Caso base . P se cumple para 0,
Caso inductivo : si P se cumple para n,
entonces P se cumple para n+ 1,

entonces se tiene que P se satisface para todos los numeros
naturales.

i Por qué es cierto este principio?
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Ejercicios

1. Demuestre usando induccién que 2°" — 1 es divisible por 3.

» Recuerde que un nimero natural m es divisible por 3 si existe otro
nimero natural k tal que m= k-3

» i Cudl es la propiedad P en este caso?

2. Demuestre usando induccién que:

n

n n
Z,’Zz

i=0
> Demuestre primero que (,",) + (7) = ("), para 1 < i < n. jPuede

i i
usar induccién para esto?
» ;Cudl es la propiedad P en este segundo caso?
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En busqueda de una definicién formal ...

i Por qué la formulacién inicial es intuitiva?

[1C1253 - Induccién 4 /30



En busqueda de una definicién formal ...

i Por qué la formulacién inicial es intuitiva?

Pero antes: j Por qué necesitamos una definicién formal?
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» Para poder demostrar la validez del prinicipio
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En busqueda de una definicién formal ...

i Por qué la formulacién inicial es intuitiva?

Pero antes: j Por qué necesitamos una definicién formal?

» Para poder demostrar la validez del prinicipio

Nos falta responder algunas preguntas antes de tener una definicién
formal:

» jQué es una propiedad?

» ;i Qué significa que una propiedad se cumpla para un nimero
natural?

» ;Qué significa que una propiedad se cumpla para todos los niimeros
naturales?
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En busqueda de una definicién formal ...

Para responder a las preguntas anteriores:

» Vamos a utilizar algunas nociones de teoria de conjuntos

» Vamos a definir los nimeros naturales usando estas nociones
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Algunas nociones de teoria de conjuntos (repaso)

Pertenencia: €

Suponga que A={1,2} y B ={1,{2}}

>

vV v v v

i Es cierto que 1 € A?
i Es cierto que 2 € A?
i Es cierto que {2} € A?
i Es cierto que {2} € B?
i Es cierto que 2 € B?
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Algunas nociones de teoria de conjuntos (repaso)

Pertenencia: €

Suponga que A={1,2} y B ={1,{2}}

>

vV v v v

i Es cierto que 1 € A? Si
i Es cierto que 2 € A?
i Es cierto que {2} € A?
i Es cierto que {2} € B?
i Es cierto que 2 € B?
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Algunas nociones de teoria de conjuntos (repaso)

Pertenencia: €

Suponga que A={1,2} y B ={1,{2}}

>

vV v v v

i Es cierto que 1 € A? Si

i Es cierto que 2 € A? Si

i Es cierto que {2} € A? No
i Es cierto que {2} € B?

i Es cierto que 2 € B?
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Algunas nociones de teoria de conjuntos (repaso)

Pertenencia: €

Suponga que A={1,2} y B ={1,{2}}

>

vV v v v

i Es cierto que 1 € A? Si

i Es cierto que 2 € A? Si

i Es cierto que {2} € A? No
i Es cierto que {2} € B? Si
i Es cierto que 2 € B?
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Algunas nociones de teoria de conjuntos (repaso)

Pertenencia: €

Suponga que A={1,2} y B ={1,{2}}

>

vV v v v

i Es cierto que 1 € A? Si
i Es cierto que 2 € A? Si
i Es cierto que {2} € A? No
i Es cierto que {2} € B? Si
i Es cierto que 2 € B? No
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Algunas nociones de teoria de conjuntos (repaso)

Pertenencia: &

Suponga que A={1,2} y B ={1,{2}}
» ;Es cierto que 1 € A? Si

i Es cierto que 2 € A? Si

i Es cierto que {2} € A? No

i Es cierto que {2} € B? Si

i Es cierto que 2 € B? No

vV v v v

Ejercicio
iEs cierto quesiae by b € ¢, entonces a € ¢c? Demuestre o de un
contraejemplo.
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Algunas nociones de teoria de conjuntos (repaso)

Subconjunto: C

» A C B ssi para cada a € A, se tiene que a € B

Suponga que A=14{1,2}, B={1,{2}} y C ={1,2,{2}}

>

>
>
>

i Es cierto que A C B?
i Es cierto que B C A?
i Es cierto que A C C7?
i Es cierto que B C C7
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Algunas nociones de teoria de conjuntos (repaso)

Subconjunto: C
» A C B ssi para cada a € A, se tiene que a € B

Suponga que A=14{1,2}, B={1,{2}} y C ={1,2,{2}}
» ;jEs cierto que A C B7? No
» ;jEs cierto que B C A?
» ;jEs cierto que A C C?
[

i Es cierto que B C C7
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Algunas nociones de teoria de conjuntos (repaso)

Subconjunto: C

» A C B ssi para cada a € A, se tiene que a € B

Suponga que A=14{1,2}, B={1,{2}} y C ={1,2,{2}}

>

>
>
>

i Es cierto que A C B? No
i Es cierto que B C A? No
i Es cierto que A C C7?
i Es cierto que B C C7
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Algunas nociones de teoria de conjuntos (repaso)

Subconjunto: C

» A C B ssi para cada a € A, se tiene que a € B

Suponga que A=14{1,2}, B={1,{2}} y C ={1,2,{2}}

>

>
>
>

i Es cierto que A C B? No
i Es cierto que B C A? No
i Es cierto que A C C? Si
i Es cierto que B C C7
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Algunas nociones de teoria de conjuntos (repaso)

Subconjunto: C

» A C B ssi para cada a € A, se tiene que a € B

Suponga que A=14{1,2}, B={1,{2}} y C ={1,2,{2}}

>

>
>
>

i Es cierto que A C B? No
i Es cierto que B C A? No
i Es cierto que A C C? Si
i Es cierto que B C C? Si
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Algunas nociones de teoria de conjuntos (repaso)

Subconjunto: C

Suponga que A=14{1,2}, B={1,{2}} y C ={1,2,{2}}

» A C B ssi para cada a € A, se tiene que a € B

>

>
>
>

i Es cierto que A C B? No
i Es cierto que B C A? No
i Es cierto que A C C? Si
i Es cierto que B C C? Si

Ejercicio

iEs cierto quesi D C Ey E C F, entonces D C F? Demuestre o de un

contraejemplo.
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Algunas nociones de teoria de conjuntos (repaso)

lgualdad de conjuntos: =

» A=BssiACByBCA

Responda las siguientes preguntas:
» ;Es cierto que {1,2} = {2,1}7
» ,Es cierto que {1,2} = {1,1,2}7
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Algunas nociones de teoria de conjuntos (repaso)

lgualdad de conjuntos: =

» A=BssiACByBCA

Responda las siguientes preguntas:
> ;Es cierto que {1,2} = {2,1}7 Si, el orden no importa
» ;Es cierto que {1,2} = {1,1,2}7
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Algunas nociones de teoria de conjuntos (repaso)

lgualdad de conjuntos: =

» A=BssiACByBCA

Responda las siguientes preguntas:
> ;Es cierto que {1,2} = {2,1}7 Si, el orden no importa

> ;Es cierto que {1,2} = {1,1,2}? Si, las repeticiones no importan
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Algunas nociones de teoria de conjuntos (repaso)

lgualdad de conjuntos: =

» A=BssiACByBCA

Responda las siguientes preguntas:
> ;Es cierto que {1,2} = {2,1}7 Si, el orden no importa

> ;Es cierto que {1,2} = {1,1,2}? Si, las repeticiones no importan

Otras nociones Utiles:
» aZ A-noesciertoqueac A
» A B:noesciertoque ACB
» A C B: A es subconjunto propio de B, vale decir, ACByBZA
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Algunas nociones de teoria de conjuntos (repaso)

Cardinalidad de un conjunto: |A|

> |A|: nimero de elementos distintos en A

Por ejemplo: |{1,2}| = |{1,1,2}| =2
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Algunas nociones de teoria de conjuntos (repaso)

Cardinalidad de un conjunto: |A|

> |A|: nimero de elementos distintos en A

Por ejemplo: |{1,2}| = |{1,1,2}| =2

Conjunto potencia; 2"
» 2" ={B| B CA}

Por ejemplo: 2112 = {{} {1},{2},{1,2}}

» Usamos la notacién () para {}
Ejercicio

Suponiendo que |A| = n (n > 0), jcudl es el valor de |2#|?

» ;Para qué conjunto se tiene que |A| = 07

[1C1253 - Induccién 9 /30



Algunas nociones de teoria de conjuntos (repaso)

Operaciones bdsicas: U (unién), N (interseccién) y ~ (diferencia)
» AUB={alacAoac B}
» AnNB={alacAyac B}
» ANxB={a|lacAya¢B}

Suponiendo que A= {1,2} y B = {1,{2}}:
» AUB =
» ANB =
» AN B =
>

B~ A=
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Algunas nociones de teoria de conjuntos (repaso)

Operaciones bdsicas: U (unién), N (interseccién) y ~ (diferencia)
» AUB={alacAoac B}
» AnNB={alacAyac B}
» ANxB={a|lacAya¢B}

Suponiendo que A= {1,2} y B = {1,{2}}:
» AUB =1{1,2,{2}}

AN B ={1}

AN B =

BNA=

v v VvV
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Algunas nociones de teoria de conjuntos (repaso)

Operaciones bdsicas: U (unién), N (interseccién) y ~ (diferencia)
» AUB={alacAoac B}
» AnNB={alacAyac B}
» ANxB={a|lacAya¢B}

Suponiendo que A= {1,2} y B = {1,{2}}:
> AUB = {1,2,{2}}

» AN B ={1}
» AN B={2}
» BNA=
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Algunas nociones de teoria de conjuntos (repaso)

Operaciones bdsicas: U (unién), N (interseccién) y ~ (diferencia)
» AUB={alacAoac B}
» AnNB={alacAyac B}
» ANxB={a|lacAya¢B}

Suponiendo que A= {1,2} y B = {1,{2}}:
» AUB =1{1,2,{2}}
» AN B =11}
» AN B={2}
> BNA={{2}))
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Algunas nociones de teoria de conjuntos (repaso)

Operaciones bdsicas: U (unién), N (interseccién) y ~ (diferencia)
» AUB={alacAoac B}
» AnNB={alacAyac B}
» ANxB={a|lacAya¢B}

Suponiendo que A= {1,2} y B = {1,{2}}:
> AUB = {1,2,{2}}

> ANB = {1}
» AN B={2}
> BN A={{2}}
Ejercicio

Demuestre que ANBC Ay AC AUB.
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Algunas nociones de teoria de conjuntos: Operaciones
generalizadas

Suponga que X C 2%y X # ()

» X es un conjunto de conjuntos

Entonces:

UX = {a|existe B € X tal que a € B}
mX = {a| para todo B € X se tiene que a € B}
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Algunas nociones de teoria de conjuntos: Operaciones
generalizadas

Suponga que X C 2%y X # ()

» X es un conjunto de conjuntos

Entonces:

UX = {a|existe B € X tal que a € B}

mX = {a| para todo B € X se tiene que a € B}

Por ejemplo, si A=1{1,2,3,4} y X = {{1,2},{2,3},{2,4}}:

Ux =
Nx =
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Algunas nociones de teoria de conjuntos: Operaciones
generalizadas

Suponga que X C 2%y X # ()

» X es un conjunto de conjuntos

Entonces:

UX = {a|existe B € X tal que a € B}

mX = {a| para todo B € X se tiene que a € B}

Por ejemplo, si A=1{1,2,3,4} y X = {{1,2},{2,3},{2,4}}:

X = {1,2,3,4}
(X
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Algunas nociones de teoria de conjuntos: Operaciones
generalizadas

Suponga que X C 2%y X # ()

» X es un conjunto de conjuntos

Entonces:

UX = {a|existe B € X tal que a € B}

mX = {a| para todo B € X se tiene que a € B}

Por ejemplo, si A=1{1,2,3,4} y X = {{1,2},{2,3},{2,4}}:

X = {1,2,3,4}
X = {2
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Algunas nociones de teoria de conjuntos: Minimalidad

Suponga que X C 24

Dado B € X:

» B es un minimo en X si para cada C € X se tiene que B C C

» También decimos que B es un elemento minimo o menor
conjunto en X.

» B es minimal en X si para cada C € X no es cierto que C C B

» También decimos que B es un elemento minimal en X.

[1C1253 - Induccién 12 / 30



Minimalidad: Ejercicios

1. Suponga que ) C X C 2. Demuestre que si B € X es un minimo en X,
entonces B es minimal en X.
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Minimalidad: Ejercicios
1. Suponga que ) C X C 2. Demuestre que si B € X es un minimo en X,
entonces B es minimal en X.
2. Suponga que ) € X C 2#, donde A es un conjunto finito.

» ;Es cierto que X tiene un elemento minimo?

» ;Es cierto que X tiene un elemento minimal?
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Minimalidad: Ejercicios
1. Suponga que ) C X C 2. Demuestre que si B € X es un minimo en X,
entonces B es minimal en X.
2. Suponga que ) € X C 2#, donde A es un conjunto finito.

» ;Es cierto que X tiene un elemento minimo?

» ;Es cierto que X tiene un elemento minimal?

3. Suponga que ) € X C 2V,

» ;Es cierto que X tiene un elemento minimal?
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Minimalidad: Ejercicios

Dado X C 2#, decimos que X es cerrado bajo interseccién si para cada B € X
y C e X, setieneque BNC e X

4. De un ejemplo de un conjunto cerrado bajo interseccion.

5. Suponga que ) € X C 2#, donde A es un conjunto finito. Demuestre que
si X es cerrado bajo interseccién, entonces X tiene un minimo.
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Minimalidad: Ejercicios

Dado X C 2#, decimos que X es cerrado bajo interseccién si para cada B € X
y C e X, setieneque BNC e X

4. De un ejemplo de un conjunto cerrado bajo interseccion.

5. Suponga que ) € X C 2#, donde A es un conjunto finito. Demuestre que
si X es cerrado bajo interseccién, entonces X tiene un minimo.

6. Suponga que ) € X C 2" y X es cerrado bajo interseccién.

» ;Es cierto que X tiene un elemento minimo?

» ;Es cierto que X tiene un elemento minimal?
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Minimalidad: Ejercicios

Dado X C 2#, decimos que X es cerrado bajo interseccién generalizada si para
cada P C Y C X, setieneque(Y € X

7. Suponga que ) € X C 2. Demuestre que si X es cerrado bajo
interseccién generalizada, entonces X tiene un minimo.

» jEs su demostracién valida para cualquier conjunto infinito?
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Una definicidon de los nimeros naturales

N es el menor conjunto que satisface las siguientes reglas:

1. 0eN

2. SineN, entoncesn+1&N
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Una definicidon de los nimeros naturales

N es el menor conjunto que satisface las siguientes reglas:

1. 0eN

2. SineN, entoncesn+1&N

» ;Es esta una definicién formal?

» ;Por qué existe el menor conjunto mencionado en la definicién?

» Existen otros conjuntos que satisfacen la condicién pero no son
minimos:
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Una definicidon de los nimeros naturales

N es el menor conjunto que satisface las siguientes reglas:

1. 0eN

2. SineN, entoncesn+1&N

» ;Es esta una definicién formal?

» ;Por qué existe el menor conjunto mencionado en la definicién?

» Existen otros conjuntos que satisfacen la condicién pero no son
minimos: Z, Q, R, C, ...
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Induccion en los niumeros naturales

Principio de induccidn: para cada A C N tal que

Caso base - 0eA,
Caso inductivo : sin€ A, entoncesn+1¢€ A,

se tiene que A = N.
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Induccion en los niumeros naturales

Principio de induccidn: para cada A C N tal que

Caso base - 0eA,
Caso inductivo : sin€ A, entoncesn+1¢€ A,

se tiene que A = N.

» jSoluciona esta definicién los problemas mencionados en las
primeras transparencias?

» ;i Por qué es cierto este principio?
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