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Ayudant́ıa 6.
Consecuencia lógica y conectivos funcionalmente completos.

Problema 1. Demuestre que el conjunto de conectivos lógicos C = {⊥,→} es funcionalmente completo,
donde ⊥ es un conector unario que vale 0, sin importar el valor de las variables proposicionales.

Problema 2. Definimos el conectivo ternario mayoŕıa, denotado por M, de tal forma que para
cada valuación σ y p1, p2, p3 ∈ P se tiene que σ(M(p1, p2, p3)) = 1 si y solo si, la mayoŕıa en
{σ(p1), σ(p2), σ(p3)} es 1.

a) Construya la tabla de verdad correspondiente al conectivo lógico M, usando 3 variables propo-
sicionales.

b) Si consideramos las fórmulas definidas solo con el conectivo M, ¿es posible crear una fórmula
que sea una contradicción? Justifique.

c) Si consideramos P = {p} y las fórmulas definidas solo con el conectivo M, ¿es posible crear una
fórmula que sea equivalente a (¬p)? Justifique.

d) Decida si el conjunto {M} es funcionalmente completo o no. Demuestre.

e) En el caso en que {M} no fuese funcionalmente completo, ¿qué conectivos lógicos podŕıan
agregarse para que śı lo fuese? Justifique y demuestre.

Problema 3. Sea Cn un conjunto de n ∈ N conectivos lógicos unarios.

a) ¿Cuántos conectivos lógicos unarios distintos (no equivalentes) existen?

b) ¿Cómo seŕıan las fórmulas formadas solo por los conectivos en Cn?, ¿qué problemas pueden
traer este tipo de fórmulas?

c) ¿Existe un conjunto de variables proposicionales P tal que toda fórmula ϕ ∈ L(P ) puede ser
representada solo con los conectivos en Cn?, ¿es necesario un valor mı́nimo de n para que esto
funcione?

d) Decida si existe un conjunto de conectivos unarios, Ck, para algún k ∈ N que sea funcionalmente
completo y demuestre su respuesta.
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Definición. Decimos que un conjunto de fórmulas Σ ⊆ L(P ) es consistente o satisfacible si existe
una valuación σ tal que para todo ψ ∈ Σ se tiene que σ(ψ) = 1; cuando una valuación σ satisface a
un conjunto de fórmulas Σ se suele denotar como σ(Σ) = 1. Por último, dado ϕ ∈ L(P ) y Σ ⊆ L(P )
decimos que ϕ es consecuencia lógica de Σ si para cada valuación σ tal que σ(Σ) = 1 se tiene que
σ(ϕ) = 1 y se denota como Σ |= ϕ. ¿Qué se puede decir de la cantidad de valuaciones que satisfacen
a Σ y las que satisfacen a ϕ?, ¿cuál es más grande?

Problema 4. Sea Σ ⊆ L(P ) y ϕ,ψ ∈ L(P ). Demuestre o de un contraejemplo para las siguientes
afirmaciones:

a) Si Σ |= (ϕ ∧ ψ), entonces Σ |= ϕ y Σ |= ψ.

b) Si Σ |= (ϕ ∨ ψ), entonces Σ |= ϕ o Σ |= ψ.

Problema 5. Sean ϕ,ψ ∈ L(P ). Demuestre que {ϕ} |= ψ si y solo si (ϕ→ ψ) es una tautoloǵıa.
Más aun, si Σ = {ϕ1, . . . , ϕn} ⊆ L(P ) es un conjunto finito de fórmulas y ψ ∈ L(P ) demuestre que:

Σ |= ψ si y solo si

(( n∧
i=1

ϕi

)
→ ψ

)
es una tautoloǵıa.

Problema 6. Sea Σ ⊆ L(P ) un conjunto de fórmulas y ϕ ∈ L(P ). Demuestre que:

Σ |= ϕ si y solo si Σ ∪ {¬ϕ} es un conjunto inconsistente.

Problema 7. Decimos que un conjunto de fórmulas Σ ⊆ L(P ) es independiente si para toda fórmula
ϕ ∈ Σ se tiene que Σ\{ϕ} 6|= ϕ. Demuestre que todo conjunto finito de fórmulas Σ ⊆ L(P ) tiene un
subconjunto Σ′ que es equivalente a Σ, tal que Σ′ es un conjunto independiente. Si consideramos
el caso en que Σ ⊆ L(P ) es un conjunto infinito de fórmulas, ¿es verdad que siempre existe un
subconjunto de Σ que sea independiente y equivalente a Σ? Analice los casos donde P es un conjunto
finito de variables proposicionales y otro donde es infinito.
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